Algebra Il

Los Del DGIIM, 1o0sdeldgiim.github.io

Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas
Universidad de Granada


https://losdeldgiim.github.io/

ol0Ele

Esta obra estd bajo una Licencia Creative Commons
Atribucion-NoComercial-SinDerivadas 4.0 Internacional
(CC BY-NC-ND 4.0).

Eres libre de compartir y redistribuir el contenido de esta
obra en cualquier medio o formato, siempre y cuando des
el crédito adecuado a los autores originales y no persigas
fines comerciales.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Algebra 111

Los Del DGIIM, losdeldgiim.github.io

José Juan Urrutia Milan

Granada, 2025


https://losdeldgiim.github.io/

Algebra 111

2 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Indice general

1. Extensiones de cuerpos y raices de polinomios

1.1.

1.2.

1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.

Extensiones de cuerpos y elementos algebraicos

1.1.1. Elementos algebraicos . . . . ... ...
1.1.2. Ejercicios . . . . ... ... ... .. ..
Extensiones finitas y extensiones algebraicas . .
1.2.1. Ejercicios . . . . . ... ... ... ...
Construcciones con regla y compas . . . . . . .
Homomorfismos de cuerpos . . . . . . . ... ..
Clasificacion de los cuerpos finitos . . . . . . . .
El grupo de automorfismos de una extensién . .
Ejercicios . . . . . .. ..o

2. Extensiones de Galois

2.1.
2.2.

Extensiones de Galois . . . . . . . . . ... ...
Teorema fundamental de la Teoria de Galois . .



Algebra I1I Indice general

Antes de proceder con la asignatura de Algebra III, cuyo principal objetivo es
dar solucion a las ecuaciones polinémicas mediante el uso y estudio de los cuerpos
finitos, recomendamos repasar en anteriores apuntes los siguientes conceptos:

= En los apuntes de Algebra I los conceptos de: anillo, subanillo, homomorfismo
de anillos e ideal; asi como la forma en la que se estudiaba que un polinomio
era irreducible.

= En los apuntes de Algebra IT los conceptos de: grupo, subgrupo, homomorfismo
de grupos y monoide.

Una vez repasados dichos conceptos, estamos en condiciones de comenzar la asigna-
tura.
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1. Extensiones de cuerpos y
raices de polinomios

Comenzamos definiendo el objeto de estudio protagonista a lo largo de esta asigna-
tura: los cuerpos, llamados a veces campos, del inglés fields.

Notacién. Aunque las dos operaciones de los anillos (y también de los cuerpos) no
tengan por qué ser una suma y una multiplicacién, optaremos por dichas notaciones,
junto con las notaciones de “cero” para el elemento neutro de la operacion “suma”
y de “uno” para el elemento neutro de la operacién “producto”; por ser familiares a
los anillos a los que estamos acostumbrados. De esta forma, para nosotros un anillo
serd una tupla (A4, +,0, -, 1), a la que podremos referirnos simplemente por A cuando
las dos operaciones y elementos neutros estén claros por el contexto.

Definicién 1.1 (Cuerpo). Un cuerpo es un anillo conmutativo A en el que A\ {0}
es un grupo.

Observemos que estamos suponiendo implicitamente que el anillo {0} jamés pue-
de ser un cuerpo.

Ejemplo. Algunos ejemplos de los cuerpos mas famosos son:
= Q.
= R.
« C.
s 7, con p primo.

Con el objetivo de definir de forma totalmente rigurosa lo que es la caracteristica
de un anillo (concepto que puede que se haya mencionado ya en cursos anteriores),
nos es necesaria la siguiente proposicion:

Proposicion 1.1. Sea A un anillo, existe un unico homomorfismo de anillos
X:Z— A
Ademas, Imy es el menor subanillo contenido en A.

Demostracion. Sean x, ¢ : Z — A dos homomorfismos de anillos, demostremos por
induccién que x (k) = p(k) para todo k € Z:
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Algebra 111 1. Extensiones de cuerpos y raices de polinomios

Para k£ = 1. Como x y ¢ son homomorfismos de anillos, estos cumplen
x(1) =1=(1)
Para k = 0. De manera andloga, x(0) = 0 = ¢(0).

Supuesto para todo 0 < s < k , vemos que:

X(k+1) = x(k) + x(1) = p(k) + o(1) = p(k + 1)
X(=(k+1))=—x(k+1)=—p(k+1)=p(—(k+1))

Acabamos de probar que x = ¢, por lo que en caso de existir solo existe un tnico
homomorfismo x : Z — A. Este se puede calcular exigiendo x(1) = 1.

Ahora, para ver que Imy es el menor subanillo contenido en A, vimos ya en Algebra
I que I'my es un subanillo de A. Para ver que es el menor, sea S C A otro subanillo
de A, como subanillo de A que es ha de contener al 1, al 0 y ser cerrado para sumas
y opuestos, luego ha de contener también a n -1y —(n - 1), para todo n € N. Sin
embargo, tenemos que:

ImX:{X(n):nGZ}:{O}U{Zx(l):nEN}U{Zx(—l):nEN}

Por lo que Imy C S. [

Definicién 1.2 (Caracteristica de un anillo). Sea A un anillo, sabemos por la Pro-
posicion anterior que existe un tinico homomorfismo de anillos

X:Z— A

En dicho caso, sabemos de Algebra I que ker x es un ideal en Z, y como todos los
ideales de Z son principales (por ser Z un Dominio Euclideo), sabemos que In € N
de forma que ker Y = nZ. Dicho niimero n recibe el nombre de “caracteristica de
A” (aunque varios nimeros cumplan esta definicién, suele tomarse el més pequeno
de ellos que sea positivo, en caso de no ser el ideal trivial), notado por car(A).

Proposicion 1.2. La caracteristica de un cuerpo ha de ser un niumero primo o cero.

Demostracion. Supongamos que A es un cuerpo de caracteristica n # 0, por lo que:

ilzn-lzo
k=1

Por reduccion al absurdo, supongamos que n no es primo, con lo que puedo encontrar
un primo p y m # 0 de forma que:

Como 0 # m € A, existe m™! € A, que puede multiplicarse a ambos lados de la
igualdad, obteniendo que p = 0, contradiccion, por lo que n ha de ser primo. O
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Algebra 111 1. Extensiones de cuerpos y raices de polinomios

Definicién 1.3 (Subcuerpos y extensiones de cuerpos). Si K es un cuerpo, un
subcuerpo de K es un subanillo /' de K tal que F' es un cuerpo. En dicho caso,
diremos que K es una extensién del cuerpo F', y se podra notar por:

F<K

Definicién 1.4. Sea F' < K una extensién de cuerpos, decimos que una aplicaciéon
o : K — K es F—lineal si verifica que:

olx+y)=o0(x)+o(ly) Ve,yekK
ola-x)=a-o(x) Va € F,\Vr € K

Una forma rdpida de ver si un subconjunto de un anillo es un subanillo! la obtenemos
de la siguiente proposicion:

Proposicién 1.3. Sea A un anillo y B C A, B es un subanillo de A si y solo si se
cumplen las tres condiciones siguientes:

1. 1€ B.

2. a,be B=—=a—-beB.

3. a,be B=a-beB.
Demostracion. Por doble implicacion:

—>) Si B es un subanillo de A, esta claro que se cumplen dichas propiedades.

<) Supuesto que B cumple dichas propiedades, veamos que B cumple todas las
condiciones necesarias para ser un subanillo de A:

= 1 €B.
Como 1 € B, tenemos que 0 =1—-1€ B.

Como 0 € B, tenemos que si b € B, entonces —b=0—b € B.
Sean a,b € B, como —b € B tenemos que a +b=a — (=b) € B.

Finalmente, si a,b € B es claro que a - b € B.

]

Es facil ver (hdgase) que las intersecciones arbitrarias de cuerpos siguen siendo
cuerpos, propiedad que justifica el concepto que vamos a introducir.

Definicién 1.5 (Subcuerpo generado por un conjunto). Sea K un cuerpoy S C K,
si consideramos:

[={FCK:F<KySCF}

es decir, el conjunto de todos los subcuerpos de K que contienen a S, definimos el
subcuerpo de K generado por S como el subcuerpo:

ﬂ F
Fel’

Que se caracteriza por ser el menor subcuerpo de K que contiene a S.

'Recordemos que un subanillo de un anillo es un subconjunto que contiene al 0, al 1, y que es
cerrado para opuestos, para la suma y para el producto.
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Definicién 1.6 (Subcuerpo primo de un cuerpo). Si dado un cuerpo K pensamos
en el subcuerpo generado por el conjunto vacio obtenemos el “subcuerpo primo de
K7, que viene dado por:

M F

FeT
donde ' ={F C K : F < K}. Este es el menor subcuerpo de K.

Proposicion 1.4. Sea K un cuerpo de caracteristica p, entonces el subcuerpo primo
de K es isomorfo a:

» Zy sip > 0.
s Qsip=0.

Demostracion. Si consideramos el inico homomorfismo x : Z — K, tenemos que
Imy es el menor subanillo de K, por lo que estara contenido en el subcuerpo primo
de K (al ser este un subanillo de K'), que denotaremos por II; es decir, Imy C II.
Aplicando el Primer Teorema de Isomofria sobre x obtenemos que:

Z 7
pZ  kery

Por lo que I'my es un subcuerpo de K, y como II es el menor subcuerpo de
K, tenemos que II C I'my;, lo que nos da la igualdad II = Imyx = Z,,.

Si p = 0 tendremos entonces Z = I'my, por lo que los cuerpos de fracciones de Z y
de I'my (a quien denotaremos por @)) han de ser isomorfos:

Q=0

Como tenfamos que Imy C II, podemos calcular @ dentro? de II, obteniendo
que ) C II, pero como II es el menor subcuerpo de K, tendremos II C (@), lo

que nos da la igualdad IT = @ = Q. O
Observacion. Si F < K extension, entonces K es un espacio vectorial sobre F.

Definicién 1.7. Si FF < K es una extension, la dimension de K sobre F' como
espacio vectorial recibe el nombre de “grado de la extensién F' < K7, denotado por:

[K : F]

Si [K : F] es un numero finito, decimos que F' < K es (una extension) finita. En
caso contrario, diremos que es una extensién infinita, denotado por [K : F| = co.

Ejemplo. Como ejemplos a destacar:

2Si A C B como subanillo, entonces el cuerpo de fracciones de A estd dentro del cuerpo de
fracciones de B, pero si B es un cuerpo, coincide con su cuerpo de fracciones.

8 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/
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» R < C tiene grado de extensién [C : R] = 2, ya que {1,i} es una R—base de
C.

» Si[R: Q] = n, entonces tendriamos que R = Q" como subespacios vectoriales,
por lo que R no serfa numerable. Por tanto, podemos decir que [R : Q] = cc.

Ejercicio 1. Demostrar que el cardinal de un cuerpo finito es de la forma p™, con
p primoy n > 1.

Sea K un cuerpo finito, este no podra tener caracteristica cero, por lo que su carac-
teristica serd un primo p de forma que su cuerpo primo serd isomorfo a Z,. De esta
forma, K sera un espacio vectorial sobre un cuerpo isomorfo a Z,, con cierto grado
de extensién n € N\ {0}, por lo que como espacio vectorial serd isomorfo a:

Ly X ... X Loy
————

n veces

Luego K ha de tener cardinal p™.

Haremos proximamente una clasificacion de cuerpos finitos, en la que cada primo y
natural no nulo nos definan un tnico cuerpo de cardinal p™.

1.1. Extensiones de cuerpos y elementos algebrai-
cos

Definicién 1.8 (Extensién generada por un subconjunto). Sea F' < K extension,
S C K, definimos la “extension de F' generada por S” como el menor subcuerpo de
K que contiene a F'U S, denotado por F(S).

» SiS={s1,...,S}, simplificaremos la notacién y escribiremos F'(sy,..., s).

» Si K = F(ayq,...,q) para ciertos elementos ay, ..., a; € K, diremos entonces
que F < K es una extensién finitamente generada3.

Ejemplo. Q(\/ﬁ) es el menor subcuerpo de R que contiene a v/2, y viene dado por:
Q(V2) = {a+b\/§:a,b€ Q}

Demostracion. Veamoslo:

D) Sean a,b € Q, tenemos que a, b, v/2 € Q(v/2), por lo que a + bv/2 € Q(v/2).

C) Si demostramos que {a 4+ bv/2 : a,b € Q} es un cuerpo, entonces tenemos esta
inclusién, ya que Q(v/2) es el menor subcuerpo de R que contiene a /2. Es
evidente que dicho conjunto es un anillo. Para ver que es un cuerpo, dado

3No confundir una extensién finitamente generada con que el conjunto {aq,...,a;} sea un
sistema de generadores de K.
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a = a + by/2, buscamos calcular un elemento inverso al mismo que sea de la
misma forma. Sea:

a bv/2 a— b2
ﬁ_a2—2b2_a2—2b2_a2—2b2 e{a+bv/2:a,beQ}

Observamos que:

_ a—bﬂ_(a%—b\/i)(a—b\/?)_
0= (o #V2) G = (@t 0v2) (a—tva)

Por lo que dicho conjunto es un cuerpo, al tener todo elemento un inverso.

O

Observamos que tenemos [Q(\/ﬁ) : Q] = 2. Debemos tener en cuenta que aunque
este resultado pueda generalizarse a otro mas general como que:

Q(Wn) ={a+by/n:abeQ} si Vn¢gQ

En general, esta no es la definicién del menor subcuerpo generado por cierto con-
junto. Por ejemplo, se tiene que (lo veremos préximamente):

Q(%) 4 {a+bV2:a,beQ}

Definicién 1.9 (Cuerpo de descomposicién). Sea K un cuerpo, f € K[z]y K < E
extension de cuerpos tal que f se descompone completamente en E[z] como producto
de polinomios lineales (es decir, de grado 1) y £ = K(aq,...,q¢) con oy, ..., oq € E
las raices de f, entonces diremos que E es un cuerpo de descomposicién (o de
escisién) de f sobre K.

Ejemplo. Veamos varios ejemplos de cuerpos de descomposicion de polinomios:

» Si consideramos x? + 1 € R[z], como R < C y se cumple que C = R(4, —i),
tenemos que C es un cuerpo de descomposicién de 22 + 1.

» Por ejemplo, si 22 + 1 € Q[x], un cuerpo de descomposicién en este caso es

Q(), ya que Q < Qi) y Q(i) = Q(4, —i).

Observacién. Si f € Q[z] y tomo? todas sus raices en C, digamos ay, . . . , o, entonces
un cuerpo de descomposicién de f es Q(aq, ..., q)

Ejemplo. Si tomamos 22 — 2 € Q[x], entonces un cuerpo de descomposicién es

Q(v2).

Ejercicio 1.1.1. Si tenemos F' < K extension de cuerpos y S,T C K, demostrar
que:
F(SUT)=F(S)(T)

Demostracion. Vedmoslo por doble inclusion:

4Fundamentado por el Teorema Fundalmental del Algebra.
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C) F(SUT) es por definicién el menor subucerpo de K que contiene a FUSUT,
por lo que para ver esta inclusién hemos de ver que F'(S)(7') es un cuerpo que
contiene a F'USUT. Para ello, F(S)(T) es por definicién el menor subcuerpo
de K que contiene a F'(S)UT,y F(S) es a su vez el menor subcuerpo de K que
contiene a F'U S. Por tanto, F/(S)(T') es un cuerpo que contiene a F'USUT,
de donde F(SUT) C F(S)(T).

D) El menor subcuerpo de K que contiene a F'U S UT ha de contener al menor
subcuerpo de K que contiene a F'U S, por lo que F(SUT) 2 F(S). Como
ahora tenemos que F'(S),T C F(S UT), tenemos por tanto que el menor
subcuerpo de K que contiene a F'(S)UT estd contenido en F(SUT), es decir,
F(S)(T)C F(SUT).

]

Ejemplo. Si tomamos f = 2* — 2 € Q[z], este polinomios tiene 3 raices distintas,
ya que su polinomio derivado® tiene como raices el cero, que no es raiz de f. Las
raices de f son v/2 y el resto son dos raices complejas, que se calculan usando las
raices terciarias de la unidad:

i 2 2 -1 3

w=e3 =cos (g) + 7 sen <§) = 74—@%
Por lo que w? = 1, de donde (\?/iw)g = 2. Asi que un cuerpo de descomposicion de
fes Q(V2,wv/2,w?V2), que es igual a Q (V/2,w):
Demostracion. Por doble inclusién:
C) Como Q (\3/5, w) es un cuerpo que contiene a w y a /2, este ha de contener

también a:
V2, wv2, wV2

Por lo que el menor cuerpo que contiene a todos estos ha de estar contenido

en @(\S/i,w).

D) De forma analoga, como Q (\3/5, Wy 2,w2\3/§) es un cuerpo que contiene a /2 y
a w, ya que:

wv 2 :

W= 3\/_ €eQ (\3/5,0.; 32,0}2\3/5)
V2

Por tanto, el menor cuerpo que contiene a w y v/2 ha de estar contenido en

Q (V2,wv2,wV2).
]

Nos preguntamos ahora por un cuerpo de descomposicién de x* +z + 1 € Zy[x]. To-
davia no podemos dar respuesta a esta pregunta, por lo que necesitamos una nocién
mas sofisticada de cuerpos de descomposicion, a la que llegaremos desarrollando esta
teoria.

5Recordamos que o« es una raiz miltiple de f si, y solo si, o es una raiz de f’.
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Ejemplo. Tomamos f = 2" — 1 € Q[z] con n > 1 y nos preguntamos sobre un
cuerpo de descomposicion de dicho polinomio, que tiene n raices, y:

fl — n.']}n_l

Por lo que no comparte raices con f’, luego tiene n raices distintas, todas ellas de

multiplicidad 1, que son:
27 k
{(en) :kE{O,...,n—l}}

Que es un subgrupo ciclico de orden n de C\ {0}, generado por e™» . Cada uno de
sus generadores se llama raiz n—ésima compleja primitiva de la unidad.

Un cuerpo de descomposicién de 2" —1 € Q[z] es Q(n), donde 7 es una raiz n—ésima
compleja primitiva de la unidad.

1.1.1. Elementos algebraicos

Algo que tienen en comun todos los niimeros complejos que aparecian en los ejemplos
anteriores es que todos ellos son algebraicos sobre Q:

Definicién 1.10 (Elemento algebraico). Sea F' < K extensién y o € K, diremos
que « es algebraico sobre F'si f(a) = 0 para algin f € F[z]\{0}. En caso contrario,
diremos que « es trascendente sobre F'.

Proposiciéon 1.5. Sean F < K extension, a € K algebraico sobre F. Fxiste un
tinico polinomio monico® irreducible f € F[z] tal que f(a) = 0. Ademds, se tiene un

_Fl

—$, donde (f) denota el ideal principal generado

()

(fy ={9f: g€ Flal}
Y ademds, {1,a,...,a%9=1} es una F—base de F(a). Asi, [F(a): F] = degf.

isomorfismo de cuerpos F(a)

por f:

Demostracion. Definimos la aplicacion “evaluacién en o”

eo: Flz] — K
g — g(a)

que es un homomorfismo de anillos por la Propiedad Universal del Anillo de Polino-
mios, aplicado a la incusién ¢ : ' — K y al elemento a € K. Por tanto, su ntcleo
ker e,, es un ideal de F[z]. Como F' es un cuerpo, F[z] es un Dominio Euclideo, luego
todo ideal es principal. Sea f € F[x] el generador ménico de kere,, sabemos que
es el polinomio de menor grado contenido en kere,. Veamos que f cumple con las
condiciones descritas en el enunciado:

= Por la definicién de f tenemos que f € kere,, luego:

6El coeficiente lider es 1.
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= Por el Primer Teorema de Isomorfia, e, induce un isomorfismo de anillos:

F F
re. = Flal _ Fla
kere,  (f)
Donde I'me, sera un subanillo de K, que es un dominio de integridad por ser
K un cuerpo, de donde Fl2l o5 un dominio de integridad también, luego por

o)
un teorema visto en Algebra I deducimos que f tiene que ser irreducible.

» Para ver la unicidad, si tomamos h € F[z] un polinomio ménico irreducible
con h(a) = 0, entonces h € kere, = (f), por lo que (h) C (f). Como h es
irreducible, tenemos que (h) es un ideal maximal, de donde (h) = (f). Por
tanto, existe A € F' de forma que h = Af, pero como ambos son polinomios
moénicos, ha de ser A =1, luego h = f.

» Para ver el isomorfismo, como 12l o5 un dominio de integridad, un Teorema

()
de Algebra I nos decia que entonces %f] es un cuerpo, de donde el isomorfismo

@%“Ime

(f)
g+ {f) = g(a)

nos dice que Ime, es un cuerpo, contenido en K: I'me, < K.

Sea a € F, podemos ver a dentro de F[x] como el polinomio constantemente
igual a a, por lo que e,(a) = a, de donde a € I'me,, luego F' < Ime,,.

Si consideramos ahora el polinomio identidad h = z € F[z], tenemos que:
ea(h) = h(a) = a, por lo que a € I'me,,.

En definitiva, I'me, es un cuerpo que contiene a F' U {a}, por lo que por
definicién de F(«a) tiene que ser F(a) C Ime,. Para la otra inclusion, si
cogemos un elemento de I'me,, este serd de la forma g(«) para cierto g € F|[z],
que tendra la forma:

g(x) = Zgixi gi € F
i=1
de donde: .
gla) =) g
i=1

Con g; € Fya e F(a), luego g(a) € F(a), lo que nos da la inclusién
Ime, C F(«) que nos faltaba. En definitiva:

= Ime QM
Fla) = fmea = 7

» Para ver que B = {1, a,... ,adegf*l} es una F'—base de F(«), usaremos que

Fa) = %, donde identificaremos F' con su imagen por dicho isomorfismo,

con lo que podemos comprobar que el isomorfismo es F'—lineal:
(a+ (Ng+{f) =ag+(f) — (ag)(a) = ag(a)  Va€ FVg e Flz]
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De esta forma, vamos a tratar de buscar una F'—base de % cuya imagen por

el isomorfismo con F'(a) sea la base buscada. Para ello, sea g + (f) € %, si

degg > degf, entonces usando que F[z] es DE, podemos encontrar ¢, r € F[z]
de forma que:
g=fq+r con degr < degf

En dicho caso, tenemos que g + (f) = r 4+ (f). Por tanto, cualquier elemento
g+ (f) de % puede escribirse como:

degf—1

g(x) = Z fix fie F Yie{l,... degf —1}

Luego B = {1+(f),z+{(f), ..., 2%/~ +(f)} es un F—sistema de generadores
de %, que ademas es una F'—base por ser sus elementos F'—linealmente inde-
pendientes. Si consideramos su imagen por el isomorfismo obtenemos el con-
junto B. Como los isomorfismos F'—lineales transforman F'—bases en F'—bases

(visto en Geometria I), tenemos que B es una F'—base de F(a).
[

Definicién 1.11 (Polinomio irreducible). En las condiciones de la Proposicién an-
terior, dicho tinico polinomio f recibe el nombre “polinomio irreducible (o minimo)
de «a sobre F”, y lo notaremos por Irr(a, F).

Observemos que este cumple [F(«) : F| = degIrr(a, F'). A dicho grado lo llamaremos
a veces grado de a sobre F.

La notacion de minimo se debe por como se ha obtenido f en la demostracion
anterior: se ha obtenido como un generador de ker e, y en un cuerpo los generadores
de los ideales se escogen tomando el polinomio de menor grado. Al ser monico,
tenemos garantizada su unicidad, por lo que es el polinomio de grado mas pequeno
del que « es raiz.

Observacion. Todo otro polinomio g € F[z] con g(«) = 0 satisface que g = h Irr(a, F')
para h € F[x], puesto que en dicho caso tendriamos que:

g € kere, = (f)
Ejemplo. Veamos ejemplos de esta ultima definicién:

o Irr(4,Q) = 22 + 1 € Q[z], que es irreducible en Q[xz] por ser de grado 2 y no
tener raices en Q. De aqui deducimos que {1,7} es una Q—base de Q(7).

= Iir(v/2,Q) = 22 — 2 € Q[z], que es irreducible en Q[z] por Eisenstein para
p =2, luego {1,/2} es una Q—base de Q(v/2).

w [rr (e 3 ,Q). Podriamos pensar primero en el polinomio 2% — 1, pero este no

es irreducible, ya que 1 es una raiz suya:
P —1=(z—1) (" +z+1)
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9 : . 2mi , .
Ahora, tenemos que x + x + 1 es un polinomio del que €3 es raiz, y ademas
es un polinomio irreducible, ya que es de grado 2 y no tiene raices en QQ, por

lo que Irr (e%,(@) =22+ z+1

27

Una Q—base de Q (e%> es {1, eT}, luego:

a(e)-<] -2

1.1.2. Ejercicios

Ejercicio 1.1.2. Sea F' < K extensiéon y o € K de grado 2 sobre F. Demostrar que
F(«) es un cuerpo de descomposicion de Irr(a, F').

Si « es de grado 2 sobre F', entonces tenemos que [F(a) : F| = 2 = deg Irr(a, F),
por lo que tenemos que da, b € F' de forma que:

Irr(a, F) =2 +az + b

puesto que sabemos que Ir7(a, F') es un polinomio ménico. Por la propia definicién
de Irr(a, F'), sabemos que « es raiz de este polinomio, por lo que el Teorema de
Ruffini nos dice que Irr(a, F') es divisible entre (x — a) en K|[z], luego se cumple
que:

Irr(a, F) = (x — a)(z — B)

para cierto € K. En este punto, de la igualdad:
?+ar+b=(r—a)(z—p)=2>—(a+B)r+ab

Deducimos que a = —a—f3, por lo que f = —(a+a) € F(«). En definitiva, acabamos
de ver que Irr(a, F) se descompone como producto de polinomios de grado 1 en
F(a)[z], con F(a) = F(a, ), por ser € F(a); es decir, F(«) es un cuerpo de
descomposicién de Irr(a, F).

2w

Ejercicio 1.1.3. Calcular Irr(w,Q(v/2)), para w = e 5 .

Sabemos que w es una raiz cubica de la unidad, por lo que es raiz del polinomio
monico:
23 —1

Sin embargo, este polinomio no es irreducible, ya que 1 es raiz suya. Lo dividimos
entre x — 1, para obtener:

2 —1=@-D*+r+1)

Y tenemos que x2 + 2z + 1 es un polinomio del que w es raiz. Ademds, este polinomio
es irreducible en Q(+/2)[x], por ser de grado 2 y ser sus dos raices complejas (son w
y w?). En definitiva, hemos probado que:

Irr(w,Q(V2) = 2? + 2+ 1
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Ejercicio 1.1.4. Sea p un nimero primo y w # 1 una raiz p—ésima compleja de la
unidad, calcular Irr(w, Q).

Como w es una raiz ctbica de la unidad, tenemos que w es raiz del polinomio:
P —1
Que no es irreducible, ya que 1 es raiz suya. Si lo dividimos entre x — 1, obtenemos:
1=+ 2+, +z+1)

Y la demostracién se concluye (higase) probando que 2P~ '+ 272+ ... +2+1 es un
polinomio irreducible, o bien que [Q(w) : Q] = p — 1, con lo que al final tendremos
que:

Irr(w,Q) ="' + 2P+ ...+ +1

1.2. Extensiones finitas y extensiones algebraicas

El siguiente Lema nos sera de gran utilidad siempre que queramos calcular el grado
de una extensién:

Lema 1.6 (de la Torre). Si F' < K < L extension:

F <K
F < L es finita < son finitas
K<L
Ademas, [L: F] = [L: K][K : F].
Demostracion. Por doble implicacion:

—) Notemos que K es un F'—subespacio vectorial de L, del que suponiamos ser
un F'—espacio vectorial de dimensién finita, por lo que F' < K sera también
una extensién finita. Como F' C K, si tomamos {aq,...,a;} un sistema de
generadores del F'—subespacio vectorial L, tendremos entonces que este mismo
conjunto es un sistema de generadores del K —subespacio vectorial L, por lo
que K < L también es finita, ya que basta mirar los escalares de F' como si
fueran escalares de K.

<) Sean {uj,...,u,} una K—base de L y {vy,...,v,} F—base de K, veamos
entonces que:

{ww; i€ {l,...,n},je{l,...,m}}

es una F'—base de L:
» Si o € L, tenemos que existen kq,...,k, € K de forma que:
a=ku + ...+ kyuy,
Para cada k; existen a;1,...,a;, € F' de forma que:

]{fi = ;1701 + ...+ Qi mUm
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de donde:
a=ui(a 101+ ...+ armUm) + .. F Up(@pav1 + . oo+ A Um)
= a1,1U1V1 + Q1 2UV2 F ...+ G U1V + o T Gy Un Uy

Por lo que es un F'—sistema de generadores.

» Si ahora tenemos que a;; € F' de forma que:
m n
E E CLZ"]"UJ"LLZ‘ = O
j=1 i=1

Como {uy,...,u,} es un conjunto K —linealmente independiente y tene-
mos a; ;v; € K, tendremos entonces que:

Zai,jvj:() Vze{l,,n}
j=1

Pero como {vy,...,v,} es un conjunto F—linealmente independiente,
tendremos entonces que a;,; = 0 Vj € {1,...,m}, Vi e {1,...,n},
por lo que el conjunto es F'—linealmente independiente.

Para la formula entre las dimensiones, si /' < K o K < L no fuera finita, tendriamos
entonces que F' < L no seria finita y viceversa. Supuesto ahora que estamos en el
caso en el que todas las extensiones son finitas, hemos visto en la implicacién “<=)”
que si tenemos una base de L sobre K de n vectores y una base de K sobre F' de
m vectores, entonces podemos construir una base de L sobre F' de n - m vectores.
Observando que:

n-m=[L:F], n=[L: K], m=[K : F]
tenemos la féormula demostrada. O
Notacién. Cuando tenemos extensiones de cuerpos de la forma:
i<k <...<F,

se suele decir que tenemos una torre de cuerpos. A los cuerpos intermedios (aquellos
entre Fy y Fy, ambos incluidos) se les llama a veces subextensiones.

Ejemplo. Sea w € C, una rafz ciibica primitiva de 1, vimos que Q(w, ¥/2) es un
cuerpo de descomposicién de x? — 2 € Q[z]. Queremos calcular:

o (9%):q
Calculemos mediante una torre:
0<Q(¥2) <Q(V2) (w) =0 (V2 w)

Sabemos ya que:

()] =s
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va que z° — 2 € Q[z] es irreducible por Eisenstein para p = 2. Ahora, por el lema
de la Torre:

[2(v2.w) 0] = [0(v2) m): 0 (V)] [e(¥2) : Q]

Sabemos que w es rafz de 22+ +1 € Q (\3/5) [x]. Es irreducible porque tiene grado
2 y sus raices no estan en Q (\?/ﬁ), de donde:

() w:a (1) -2

En definitiva:

[Q(\%,w) :Q} —2.3=6
Una base de K =Q (\‘5/5, w) es:

{1,@5,(@§>QJUJU@§JU<@§>2}

Ejemplo. Queremos calcular Irr (\/5 +v—2, Q), vamos a buscar primero informa-
cion sobre el grado del polinomio que buscamos.

Su grado es [Q(v/5 ++v/—=2): Q]. Sea a =5+ /=2 € C:
a—\/—_:\/5:>a2—2—20z\/—_2:5

de donde:
o =7
V=2=——¢€Q(a)
de donde @(\/ 2) < Q). Hamendo el mismo procedimiento con /5, llegamos a
que /5 € Q(a), luego Q ( 5) , de donde:

(V5 ¢—_2) <Qla) <Q (V5. v=2)
Luego Q (\/5, \/—_2) = Q(«). Ahora podemos considerar:
Q<0 (v5) <Q(v5) (v=2) =Q(vV5+v=2)
por el lema de la Torre:
Q(5+v=2):0) = [@(v5) : Q] [@(V5) (v=2) : @ (V5)]
Sabemos que el primero vale 2 porque 22 —5 es irreducible por Eisenstein. El segundo
sabemos que es menor o igual que 2 por ser #2 + 2 un posible polinomio, pero por

ser su raiz un ntimero imaginario no puede estar en Q(v/5), tiene grado 2 y ninguna
de sus raices estan en Q(v/5). En definitiva:

o5 v7:0) = [ (v5) 0] [0 (45) (V72 @ ()] -2
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Ahora, sabemos que el polinomio tiene grado 4, por lo que si encontramos uno de
grado 4 del que « sea raiz, no tenemos que probar que sea irreducible. De:
a? -7

V-2 = 5o € Q@)

Elevamos al cuadrado, operamos y:
a' — 60 +49=0
De donde « es raiz de z* — 622 4+ 49 € Q|x].

Esta técnica de saber el grado del polinomio irreducible es una técnica muy til
a la hora de calcular el polinomio irreducible.

Proposicion 1.7. Sea F < K, a € K, tenemos que « es algebraico sobre F' si y
solo si existe una torre de cuerpos F' < L < K tal que F < L es finita y o € L.

Demostracion. Por doble implicacion:

=) Si « es algebraico sobre F, si tomamos L = F(«) es claro que F' < L < K asi
como que « € L. La Proposicién 1.5 nos dice que F' < L es finita.

<=) Sea L un cuerpo en las condiciones del enunciado, tenemos entonces que como
F < L es finitay F < F(a) < L entonces (usando el Lema de la Torre)
F < F(«a) es finita, luego el conjunto {a™ : n > 0} no puede ser F'—linealmente
independiente, si no que tiene que existir m € N con m > 1 de forma que o™

dependa linealmente de 1,a,...,a™ !, es decir, existen ay,...,an_1 € F de
forma que:

m—1

a™m = a; o

=0
Por lo que tomando el polinomio:

m—1

flz)=2a™— Z a;x’ € Flz
i=0

Tenemos que f(a) = 0, luego « es algebraico sobre F.
O

Definicién 1.12 (Extensién algebraica). Una extension F' < K se dice algebraica
si todo elemento a € K es algebraico sobre F'.

Teorema 1.8. Una extension de cuerpos es finita si y solo si es algebraica y finita-
mente generada.

Demostracion. Sea F' < K una extension de cuerpos, por doble implicacién:

—>) Tomamos {uy,...,u:} una F'—base de K, tenemos entonces que K = F(uy, ..., u;).
Ademas, si a € K, tenemos entonces que F' < F(«a) < K con F < K finita,
por lo que por el Lema de la Torre tenemos que F' < F(«) es finita. Tomando
L = F(a) y aplicando la Proposicién anterior tenemos que a es algebraico

sobre F'.
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<) Suponemos que K = F(ay,...,a,) v que «; es algebraico sobre F' para todo
i €{l,...,n}. Por el lema de la torre y la Proposicién 1.5, tenemos:

F<F(o) <...< Flag,...,ay)

cada uno es una extensién finita del anterior, por lo que F(aq,...,a,) > F es
finita.

]

Observacion. Hemos visto que si ay,...,a, € K y a; es algebraico sobre F', ay
es algebraico sobre F(ay), ..., a, es algebraico sobre F(ai,...,q, 1), entonces
[Fag,...,0q) : F] < 0.

Corolario 1.8.1. Si F' < K extension y llamamos:
A ={a € K : «a algebraico sobre F}

Entonces, A es un subcuerpo de K y la extension F < A es algebraica.

Demostracion. Tenemos que ver que A contiene al 0, al 1 y que es cerrada para
sumas, productos e inversos:

= 0,1 € A es claro.

= Sia,f € A, tenemos entonces que:

CY—B,OCBEF<O[,5)

Y como la extension F' < F(a, 3) es finita por ser a y 3 algebraicos sobre
F', deducimos que la extension es algebraica, luego o — 3, a3 son algebraicos
sobre F'| es decir, a — §,af € A.

= Si o € A, tenemos entonces que:
a ! e F(a)

Y de forma andloga al punto anterior, como F' < F(«) es finita por ser «
algebraico sobre F', deducimos que la extensién es algebraica, luego o=t € A.

En definitiva, A es un cuerpo contenido en K, luego es un subcuerpo de K y es claro
que F' < K es algebraico. O

Definicién 1.13 (Clausura algebraica). El conjunto A del Corolario anterior recibe
el nombre de clausura algebraica de F' en K.

Ejemplo. Si tomamos F' = Q y K = C, notaremos a la clausura algebraica (en C)

de Q por Q, y nos referiremos a sus elementos como los nimeros algebraicos.

Segun el corolario, la extensién [@ : Q] = 00, puesto que para todo n € N podemos
hacer Q(/2) € Q y [Q(/2) : Q] = n, que lo sabemos porque:

Irr (\775,@) =z" -2
Ya que z" — 2 es irreducible, por el criterio de Eisenstein.
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1.2.1. Ejercicios

Ejercicio 1.2.1. Calcular Irr(v/2 + i, Q).

Sea o = v/2 + i, observemos que tenemos ya Q(a) < Q(v/2,4). Pero si nos damos
cuenta de que:

2
3
04—\/§:i2>042+2—204\/§:—1:>\/§:a2+ € Q(a)
o
. 5 , . a?-3
a—i=V2=0’-1-20i=2=i= € Q(w)

200
Tenemos entonces que Q(v/2,4) < Q(a), de donde:
Q(e) = Q(V2,1)

Si ahora tratamos de calcular [Q(«) : QJ, podemos usar esta tltima igualdad y el
lema de la torre para concluir que:

[Q(a) : Q] = [Q(V2,i) : Q] = [Q(V2,1) : Q(V2)][Q(V2) : Q]

» Como 22 — 2 es irreducible por Eisenstein para p = 2, tenemos que

[Q(v2): Q] =2

» Como 22 + 1 es un polinomio de grado 2 cuyas dos raices son complejas,
tenemos que es irreducible en Q(v/2), por lo que [Q(v/2,17) : Q(v/2)] = 2.

En definitiva:

[Q(e) : Q] =4
Con lo que si encontramos un polinomio ménico de grado 4 del que « sea raiz,
habremos encontrado Irr(a, Q). Para ello:

2in=a’—-3= 4o’ =a*+9—-6a’ = a* -2 +9=0

Por lo que tomando:
g(x) = 2* —22* +9 € Q[x]

Tenemos que Irr(a, Q) = g.
Ejercicio 1.2.2. Calcular Irr(v/2 + iv/3, Q).

Tomando o = v/2 + iv/3, procedemos de forma andloga al ejercicio anterior:

2
5
a—\/§:i\/§:>a2+2—2a\/§:—3=>\/§:a2+ € Q(a)
(e

2
-5

a—i\/gz\/iz>a2—3—2ai\/§:2:>i\/§:a2 € Q)
«

De donde podemos escribir:
Q(v2,iv3) < Q(a) < Q(V2,iv3)

Tratamos ahora de calcular [Q(«) : Q] usando el lema de la torre:
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= Como hemos visto en el ejercicio anterior, [Q(v/2) : Q] = 2.

» Como 2% + 3 es un polinomio de grado 2 cuyas raices son complejas, tenemos

que es irreducible en Q(v/2), por lo que [Q(v/2,iv/3) : Q(v/2)] = 2.

En definitiva, al igual que antes tenemos que [Q(«), Q] = 4, buscamos un polinomio
monico de grado 4 del que « sea raiz. Para ello:

202 =a?+5=8a2=a*+25+10a® = a* +2a%2 +25 =0

Por lo que:
Irr(a, Q) = a* + 22° + 25

Ejercicio 1.2.3. Calcular un cuerpo de descomposicién de z* + 14 € Q[z] y su
grado sobre Q.

Sabemos que f tiene 4 raices, y como f’ = 43, sabemos que todas estas son distintas
entre si. Las raices de f resultan ser el conjunto:

V=16 = V16v—1=2v-1
Usando la formula de De Moivre:
Veif = {ei(%J“%Tﬂ) ke{0,...,n— 1}} = {ei(ﬂf%m) ke f0,...,n— 1}}
para nuestro caso tenemos n =4y 0 = m:

4 ;T g3m bm Tm
\/—1:{614,614,6247614}

donde:

i .
€1 =cos— +isen — = +
4 4 2 2
si usamos ahora que tanto los opuestos como conjugados también son raices:

4—1:{L§+i£ ﬁ_zﬁ —Q—i—i\/—ﬁ _@_i\/_E}

2 2 2 27 2 2’ 2 2
de donde:
VTG =201 = {V2+iv2 V2-iV3, —VZ+iv2 V2 - iva)
En definitiva, el cuerpo de descomposicion sera:
K =Q(W2+iv2,v2 - iv2) 2 Q(, v2)

la inclusién C) esté clara, para la otra:

V2e K = Q(V2) < K
iV2eK = ic K= Q(v2,i)<K

Finalmente, usando el Lema de la Torre llegamos a que:

Q) =4
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Ejercicio 1.2.4. Sea a = V2+ 32 e R, se pide:
a) Probar que Q(a) = Q(v2,V/2).
b) Calcular Irr(a, Q).

a) Para el primero:

\3@:(1—\/5:>2:a3—3a2\/§+3a(\/§)2—(\/5)3
= 0’ — 30%V2 + 60 — 22
= o’ + 6a — (3a% + 2)V2

con lo que:
ad + 6a — 2
V2= 32 42 € Q(a)
Como /2 = a — v/2, tenemos entonces que v/2 € Q(«). Asi, tenemos que:

Q) = Q(V2,V2) = Q(V2)(v2)
b) Probamos a calcular primero [Q(«) : Q]. El lema de la Torre nos dice que:
Q) : Q) = [Q(») : AV2)[Q(V2) : Q]

Y sabemos que [Q(v/2) : Q] = 3, ya que 2* — 2 = Irr(3/2,Q), ya que por
Eisenstein, 23 — 2 es irreducible para p = 2. Ademds, sabemos que:

Sabemos que [Q(a) : Q(3/2)] = 2, ya que [Q(v/2) : Q] = 2, al ser 22 —2 € Q[x]

irreducible (también por Eisenstein).

En definitiva, tenemos que [Q(«a) : Q] es miltiplo de 2, de 3 y que es menor
o igual que 6, con lo que [Q(«) : Q] = 6. Para terminar, elevar la expresion
de antes de v/2 al cuadrado, con lo que obtenemos un polinomio de grado 6
monico del que « es raiz, con lo que ya sabemos que este es el irreducible.

Ejercicio 1.2.5. Calcular f = Irr(1 + v/2, Q). Calcular las raices complejas de f y
un cuerpo de descomposicién suyo.

Sea o = 1 4 /2, tenemos que o € Q (\?/ﬁ), por lo que Q(a) < Q (\:75) Ademaés,
como:

V2=1+V2-1€Q(a)
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tenemos que Q (\?/i) < Q(«), con lo que Q(a) = Q (\3/5) Tenemos por tanto que:
Q: Q)] =[Q:Q(¥2)] =3

va que 3 —2 € Q[z] es irreducible. Buscamos pues un polinomio de grado 3 del que
« sea raiz. Para ello:

a—1=vV2=0"-3a*+30-1=2=0-3a>+3a+1=0

Con lo que tomando f = x3 — 32? + 3x + 1 € Q[z] tenemos que f = Irr(a, Q).
Tenemos que las raices de f cumplen la relacién:

(z—1)°=2
con lo que x — 1 es cada una de las tres raices cubicas de 2, que son:

Y tenemos que:

i 2 2 —1 3
627 = Cos (%) + 7sen (?ﬂ) = > +i\/7_
4 47T 471— _1 \/g
es3 =cos| — | +sen| — | =— —1—
3 2 2

+ i‘/Tg, tenemos que las raices de f son:

Por lo que notando v = _71
{1+\S/§,1+3/§%1+\3/57}

En definitiva, un cuerpo de descomposiciéon de f es:
Q(1+€’/§,1+€/§7,1+\‘°/§7)

y se verifica que es igual a:

Q (f7§,7f7§,72f7§>

1.3. Construcciones con regla y compas

Esta seccién esta dedicada a considerar ciertas construcciones geométricas en el
plano afin euclideo y su relacion con ciertas extensiones de cuerpos. El origen de estas
construcciones geométricas se remonta a los postulados de euclides, un conjunto de
reglas que trataba de axiomatizar el trabajo de los mateméaticos de la época sobre un
plano, un conjunto de normas que nos dicen qué podemos considerar como un punto
del plano y qué no. Los puntos del plano se obtendran como intersecciones de dos
elementos geométricos como rectas y circunferencias, estando estos determinados a
su vez por dos puntos del plano:
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Figura 1.1: Prueba gréafica de que S C S°.

= Dos puntos a unir en el caso de una recta, que puede alargarse tanto como
queramos.

= Dos puntos a considerar en el caso de una circunferencia: uno que juega el
papel de “centro” de la circunferencia y otro cuya distancia a dicho punto
centro determina el radio de la circunferencia.

No debemos pensar en estos elementos como en conjuntos de puntos (es lo que haria
la matemdtica moderna), sino como meros elementos auxiliares que nos permiten
construir mas puntos del plano. Trataremos el plano euclideo como una idea béasica
inherente al ser humano, y sobre esta idea plantearemos varias definiciones con el
lenguaje mateméatico moderno, con el fin de alcanzar las relaciones con los cuerpos
previamente comentada.

En lo que sigue, sea S un conjunto de puntos del plano con al menos dos pun-
tos distintos (ya que bajo los postulados en los que nos basamos con cero o un
punto no somos capaces de construir nada mas), definimos ahora I', el conjunto
cuyos elementos son las rectas y circunferencias que pueden trazarse al conside-
rar dos puntos distintos de S. Definimos ademas S¢, el conjunto de puntos obte-
nidos al intersecar cualesquiera dos elementos de I'. Llamaremos a los elementos
de S¢ puntos constructibles (con regla y compés) a partir de S en un paso. Es cla-
ro que S C S° ya que si consideramos cualesquiera dos puntos de S y trazamos
la recta que los une y las dos circunferencias que estos definen obtenemos dichos
dos puntos como intersecciones de la recta y las dos circunferencias, como podemos
observar en la Figura 1.1.

Definicién 1.14. Dado un conjunto de puntos del plano S, definimos recursiva-
mente:

So=5, Spy1=S5 VneN

Llamamos al conjunto:

c(S) = Sn

neN

el conjunto de los puntos constructibles (con regla y compds) a partir de S.

Ejercicio 1.3.1. Construir a partir de tres puntos que no estén en la misma recta
un cuarto punto que complete el paralelogramo.
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N

Figura 1.2: Construccién de la mediatriz.

IVEEAN

Figura 1.3: Completar el cuarto punto de un paralelogramo.

Para ello, primero necesitamos considerar la construccion de la mediatriz, con la
que obtenemos el punto medio entre dos puntos P y (). Esta viene dada por la
Figura 1.2. Una vez sabemos como realizar el punto medio de dos puntos dados,
supongamos que tenemos 3 puntos: P, () y R no alineados y que queremos trazar el
cuarto punto que completa el paralelogramo. En dicha situacién, trazamos las rectas
PQ v PR, asi como la recta R(). Trazamos el punto medio M entre los puntos R y
@, que hemos visto anteriormente como hacerlo. Ahora, trazamos la recta PM y la
circunferencia con centro M y radio hasta P. El punto de interseccién de estos dos
ultimos elementos geométricos nos dan el punto 7' que completa el paralelogramo.
El procedimiento descrito se encuentra en la Figura 1.3

Lema 1.9. Sean P,Q, R puntos del plano con P y ) distintos, se puede construir
con regla y compds a partir de ellos un punto T tal que las rectas PQ y RT son
perpendiculares.

Demostracion. Distinguimos casos en funcion de la posicion relativa de P, () y R:

Suponiendo que R esta en la recta P(Q): Trazamos la recta PQ y la circunfe-
rencia con centro R y que pasa por @ (si R = @, la que pasa por P), que nos
da un punto interseccién en PQ: S. Trazamos las circunferencias con centro @)
y radio hasta S, y centro S y radio hasta (). Estas dos circunferencias se cortan
en dos puntos: 7'y T”. Uniéndolos, obtenemos lo buscado. El procedimiento
descrito se encuentra en la Figura 1.4.

Suponiendo que R no esta en la recta PQ: Trazamos la recta P(Q asi como la
circunferencia de centro R y radio hasta (), que nos da un punto de interseccion
con PQ): S. Trazamos la circunferencia de centro S y radio hasta (), obteniendo
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Figura 1.4: Trazar recta perpendicular por R.

Figura 1.5: Trazar recta parpendicular por R.

un segundo punto de corte entre las dos circunferencias, T', que unimos con R
y obtenemos la situacién pedida. El procedimiento se ilustra en la Figura 1.5.

]

A partir del lema anterior, ya no sera necesario recurrir a dichas construcciones
cada vez que tengamos dos puntos P y () que determinan una recta y queramos
construir una recta perpendicular a ella que pase por un tercer punto R.

Ejercicio 1.3.2. Dados dos puntos que determinan una recta r y un punto A no
contenido en ella, construir el simétrico de A con respecto de 7.

Sabemos ya por el lema anterior trazar una recta perpendicular a otra dada pasando
por un punto, por lo que trazamos la recta perpendicular a r que pasa por A. Al pun-
to de interseccion entre ambas rectas lo nombramos O, y trazando la circunferencia
de centro O y radio hasta A obtenemos como interseccion con la recta perpendicular
a r el punto A’, simétrico de A respecto de r.
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Si ahora elegimos dos puntos cualesquiera de S: P y (), podemos realizar la siguiente

construccion:
R
“‘

Trazar las dos circunferencias que definen los puntos P y ), con lo que traza-
mos la mediatriz, la recta que se obtiene uniendo los puntos de intersecciéon de las
dos circunferencias. Nombramos a un punto de dicha interseccion T'. Trazamos la
recta P() y obtenemos su interseccién con la recta previamente trazada en el punto
M. A continuacién, completamos el cuadrilatero que definen los puntos P, M y T
con el punto S, que nos permite considerar la recta PS. Si finalmente obtenemos
la interseccién de la recta PS con la circunferencia de centro P y radio hasta ()
obtenemos el punto R, que pertenece a la recta P.S, perpendicular a la recta PQ y
el punto R se encuentra a la misma distancia que @) del punto P, corte de las dos
rectas perpendiculares.

Hemos obtenido lo que considerariamos un sistema de referencia ortonormal, y
podemos renombrar los puntos P, Q) y R como (0,0), (1,0) y (0, 1), respectivamente.
De esta forma, podemos ver el conjunto C(S) de puntos constructibles a partir de
S como un subconjunto de C. A partir de ahora, supondremos siempre que S es un
conjunto que contiene a los niumeros 0 y 1.

La pregunta natural que surge al hacer esta observacion es la de fijado un con-
junto inicial S C C, qué puntos de C son constructibles a partir de S. Es decir,
obtener una descripcién de C(S).

Observacion. Puesto que ahora suponemos que 0,1 € S, siempre tendremos que
i € C(S), ya que podemos realizar la construccién anterior para P =0, Q = 1y
tomar R = i, por lo que podemos usar siempre que i € C(S) bajo las hipdtesis de
0,1€85.
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Figura 1.6: Obtencion de x, y a partir de z.

Lema 1.10. Dado z = x + iy € C, tenemos que:
z€C(S) < z,y € C(9)
Demostracion. Por doble implicacion:

=) Supuesto que z € C(5), vemos que podemos construir x e y de la siguiente
forma:

» Si z € R, tenemos ya construido = = z y sabemos que y = 0 € C(S5).

» Si Re(z) =0, sabemos que z = 0 € C(5) y tenemos el punto z = iy que
construiremos en el siguiente apartado.

= En otro caso, podemos considerar la recta 01 y trazar la recta perpendi-
cular a ella que pasa por el punto z. Como la interseccion de las dos rectas
obtenemos el punto x. Ahora, si consideramos la recta 07 y trazamos la
recta perpendicular a ella que pasa por el punto z, obtenemos el punto 7y.
Para obtener y, lo que haremos seréa considerar la interseccién de la recta
01 con la circunferencia de centro 0 y radio hasta iy. El procedimiento se
ilustra en la figura 1.6.

<) Supuesto que x,y € C(S5), lo que haremos sera considerar la recta perpendicu-
lar a la recta Oz que pasa por el punto x, obteniendo la recta r. Posteriormente,
consideraremos como 7y la interseccion de la recta 0¢ con la circunferencia de
centro 0 y radio hasta y. Posteriormente, trazamos la recta perpendicular a 0z
que pasa por 2y, y obtenemos como z la interseccion de esta tltima recta con
la recta r. El procedimiento se ilusta en la Figura 1.7.

]

Proposicién 1.11. El conjunto C(S) es un subcuerpo de C. Ademds, es cerrado
por conjugacion, es decir:

z€C(S)=zeC(9)

Demostracion. Si probamos que la suma de dos nimeros reales constructibles es
constructible, obtenemos por el Lema 1.10 que la suma de dos nimeros complejos
constructibles es constructible. Analogamente, si demostramos que el producto de
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Figura 1.7: Obtencién de z a partir de z e y.

dos numeros reales constructibles es constructible, tendremos que el producto de
dos nimeros constructibles es construcible. Para el inverso, si demostramos que
todo conjugado de un nimero construcible es constructible, tendremos probado que
los inversos de los niimeros constructibles seran nimeros constructibles, puesto que
ya sabemos que el producto de niimeros constructibles es constructible y:

Por tanto, solo hemos de probar que C(S)NR es un subcuerpo de R. Sean por tanto
r,r’ € C(S)NR, veamos que entonces r' + r, v’ —r € C(S) NR. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que r,7" > 0, y lo que haremos serd considerar los puntos
"y ir (que ya sabemos construir), considerar las rectas 0r’ y 0(ir) y trazar en cada
una de ellas las rectas perpendiculares que pasan por r’ y por ir, respectivamente;
como punto de interseccion de dichas rectas obtendremos el punto z. Finalmente,
debemos trazar la circunferencia de centro r’ y radio hasta z, obteniendo como
puntos de interseccién con la recta 0r’ los puntos ' +r y ' —r.

z=r"+ir

Figura 1.8: Obtencion de ' +r y ' — r a partir de r y r’.
Por lo que r +7',r —r" € C(S)NR.
Bajo las mismas hipétesis, tratamos de probar que r -7’ € C(S) N R, supondremos

de la misma forma que r,7" > 0 y lo que haremos sera considerar los puntos r’, ir.
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Trazaremos la recta que une el punto 1 con ur y trazaremos la recta paralela a esta
ultima que pasa por el punto " (podemos hacerlo ya que podemos trazar la recta
perpendicular a 1(ir) que pasa por 7’ y a su vez la recta perpendicular a esta ltima
que también pasa por 1), obteniendo el punto iy de interseccién con la recta 0(ir).
De esta forma, hemos probado que el punto y es constructible.

Usando ahora que los triangulos dibujados son semejantes por tener angulos iguales,
tenemos entonces que:

. = ' =yeC(S)
Finalmente, hemos de comprobar que si r € C(S)NR, entonces r~! € C(S)NR. Al
igual que antes, podemos suponer que r > 0, consideramos el punto r y las rectas
Or y Oz, y trazar las rectas ri y la paralela a esta ultima que pasa por el punto
1, obteniendo el punto de intersecciéon ¢y con la recta 0i, con lo que el punto y es
constructible.

Ambos triangulos semejantes, luego:
1 r
y 1

— ’yTzl —_— rilzyGC(S)ﬂR

Lema 1.12. Si z € C(S5), entonces \/z € C(S).

Demostracion. Escribiendo z en forma polar, reducimos el problema al caso |z| = 1.
Si tomamos 7 > 0 con r € C(S) N R, veamos entonces que /1 € C(S) N R. Para
ello, consideramos el punto 1 4+ 7 (anteriormente probamos que era constructible),
trazamos el punto medio m entre 0 y 1+ r, el punto 1 y la circunferencia de centro
m y radio hasta r. Si trazamos la recta perpendicular a 01 que pasa por el punto
1 obtenemos w, como interseccion de esta recta y de la circunferencia. Finalmente,
tenemos que obtener ¢x como interseccion de la recta 0: y la perpendicular a 0z que
pasa por w, asi como las rectas Qw y w(1 + 7).
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X w

Resulta que los triangulos 0,1, w y w, 1, 14+r que hemos obtenido son semejantes,
con lo que tenemos entonces que:

1 —1
_ el — 1’=r = r=2cC(S)NR

T
1 T

Una vez hecha esta distincion, si tomamos un niimero complejo de médulo 1 z = €%,

tenemos que ver que si e € C(S) N R, entonces ei% € C(S) N R. Para ello, lo que
haremos sera considerar la circunferencia de centro 0 y radio hasta 1, asi como
el cuarto punto que completa el paralelogramo de vértices z,0, 1, que llamaremos
z + 1. Finalmente, trazamos la recta que une 0 con 1 + z, obteniendo un punto de
interseccién con la circunferencia, que es el punto eis .

z+1

-
NI

]

Ejercicio 1.3.3. Sea F' un subcuerpo de R, diremos que (z,y) € F x F es un
F—punto del plano. Una F'—recta sera la recta que une dos F'—puntos del plano.
Una F'—circunferencia sera la circunferencia determinada por dos F'—puntos. Se
pide demostrar:

= La interseccién de dos F'—rectas distintas es, si no vacia, un F'—punto

= La interseccion de una F'—recta y una F'—circunferencia o de dos F'—circunferencias
es, si no vacia, F(y/c)—puntos, para ¢ > 0.

Teorema 1.13. El menor subcuerpo de C cerrado para conjugacion y extraccion de
raices cuadradas que contiene a S es C(S).

Demostracion. Sea C' cualquier subcuerpo de C cerrado para conjugacion, raices
cuadradas y que contiene a S, queremos ver que C(S) < C’. Recordemos que
teniamos que:

c(S) = Sn

neN

Por lo que basta demsotrar que S, € C’ Vn € N. Por induccién sobre n:
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= Para n = 0. tenemos S, = S C C".

» Supuesto que S, C C’. tenemos que ver que S, ; C C’. Dado un punto de
Sni1, este pertence a X NY, donde X,Y son elementos geométricos trazados
a partir de S,.

Por otra parte, X e Y son F'—rectas o F'—circunferencias, donde F' = C' NR.
El Ejercicio 1.3.3 nos dice que las coordenadas del punto estdn en F'(1/c), con
¢ > 0y como C’ es estable para raices cuadradas, tenemos entonces que las
coordenadas del punto estdn en C’, de donde S, 1 C C".

]

Definicién 1.15. Sea F' < K extension, diremos que K es una torre por raices
cuadradas sobre F' si K = F(uy,...,u), donde ui € F y uf,; € F(ui,...,u;) para
ie{l,....t—1}

Notaciéon. Sea S C C, denotamos:
S={z:2¢€8}

Teorema 1.14. Sean S C C, F = Q(SUS) y T el conjunto de todas las torres por
raices cuadradas sobre F' contenidas en C, entonces:

c) = K

KeT

Demostracion. Sea L = |J K, tenemos que L es un subcuerpo de C, ya que si
KeT
0 # a, 8 € L, entonces existen K, E € T tales que « € Ky € E. Como:

K=F(uy,...,w), uiq€F(uy,...,u), i€{0,...,t—1}
E=F(vi,...,vs), viq € F(vr,...,v;), i€{l,...,s—1}

Sea M el menor subcuerpo que contiene a K y E, es evidente que a—f3, a8, ot € M.
De donde:
M = F(uy,...,u;,v1,...,05) €T

Una vez discutido que L es un subcuerpo, notemos que F' < C(S) y que L < C(S)
por la construcciéon de L. Finalmente, con vistas a aplicar el Teorema anterior,
queremos ver que L contiene a S y que es cerrado para conjugacion y para raices
cuadradas:

S C L. Sea z € L, queremos ver que z € L. Si z € L, entonces z € K =

F(uq,...,u;), de donde Z € F(uy,...,u;), ya que la conjugacién es lineal, y tenemos
que F(uy,...,u;) € T, de donde z € L.
Ahora, si tomamos un elemento de L, este estara en algun K, ... O

Corolario 1.14.1. C(S) es una extension algebraica de F = Q(S U S), de hecho,
el grado de cada numero en C(S) sobre F' es una potencia de 2.

Corolario 1.14.2. Todo nimero constructible (F = Q) tiene grado sobre Q una
potencia de 2.
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Y el reciproco de dicho corolario no es cierto, hay nimeros complejos de grado
4 sobre @Q que no son constructibles. Tras ver la teoria de Galois se vera el contra-
ejemplo.

Ejemplo. Supongamos un cuadrado de lado [ y una circunferencia de radio 1 cen-
trada en 1. El circulo tiene drea . El 4rea del cuadrado es ?. Si [ es constructible,
entonces 12 es constructible. Si [? = 7, entonces 7 serfa constructible, luego serfa
algebraico, pero esto contradice el Teorema de Lindemann, que dice que 7 no es
algebraico.

Dado un cubo de volumen 1, tampoco se puede construir un cubo de volumen mitad.
Ademads, hay ciertos dangulos no se pueden trisecar, todo esto con regla y compés.

Ejemplo. El dngulo de 60° no se puede trisecar con regla y compés.

wlx

in 1 V3

eF == +i"

2 2

es constructible. Nos preguntamos si e también lo es. Si lo fuera, entonces seria
algebraico, de donde su grado seria una potencia de 2. Vemos que:

%‘r T i . T
€9 =cos— +isen —
9 9
de donde usando la férmula del angulo triple:
cos(3a) =4cos’a —3cosa Va €R

para a = T/9, tenemos que:
1
3= 4 cos® (g) — 3 cos (g)
Con lo que cos (7/9) es raiz del polinomio
f=8z"—6r—1¢€Q[z]

como es de grado 3, que sea irreducible es equivalente a que no tenga ninguna raiz
racional. Si 7 es una rafz de f, entonces 2r es raiz de 2® — 3z — 1. Si r € Q, entonces
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2r € Q, de donde” 2r = £1. Sin embargo, ni 1 ni —1 es raiz de 23 — 3z — 1, con lo
que f no tiene raices reales, por lo que es irreducible sobre Q, luego:

reeon(5).9) -

De donde [Q (cos g) : Q] = 3 que no es potencia de 2, luego cos (%

tible, de donde e tampoco lo es; es decir, el 4ngulo de 602 no se puede trisecar.

) no es construc-

"Observando los coeficientes de x3 — 3z — 1 y la forma que tienen que tener las raices racionales.
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1.4. Homomorfismos de cuerpos
Lema 1.15. Sea F un cuerpo y I un ideal suyo, entonces I = {0} oI = F.

Demostracion. Supuesto que I # {0}, existe por tanto a € I. Sea b € F, tenemos
que:
b=b-a'-a

Por lo que b € I, de donde [ = F'. O

Lema 1.16. Sea 0 : F — A un homomorfismo de anillos donde F' es un cuerpo y
A es no trivial, entonces o es inyectivo y, por tanto, Imo es un cuerpo isomorfo a
F y subanillo de A.

Demostracion. Solo hemos de probar que kero = {0}. Para ello, ker o es un ideal
de F' que no es F' (ya que o(1) = 1), de donde ker o = {0}. Para ver que Imo = F,
basta aplicar el Primer Teorema de Isomorfia:

Por ser o0 un homomorfismo de anillos tenemos que Imo es subanillo de A. O

o o » g
Definicién 1.16 (Homomorfismo de cuerpos). Sea F' — K un homomorfismo de
anillos entre cuerpos, diremos entonces que es un homomorfismo de cuerpos.

Observacion. Resulta sorprendente que exigir “buenas propiedades” a una aplicacion
entre anillos ya nos da una aplicaciéon con “buenas propiedades” entre cuerpos, pero
resulta que lo tnico que nos faltaba era que la aplicacién se comporte bien con
los inversos, propiedad que queda garantizada al exigir “buenas propiedades” sobre
anillos:

l=0(l)=0(aa™) =0c(a)o(a') =0 (a™") = o(a)™

Como por el Lema anterior todo homomorfismo de cuerpos F % K es siempre
inyectivo, tendremos siempre una copia de F' dentro de K, que en ocasiones iden-
tificaremos con el propio F', viendo o(F') como una copia isomorfa de F. Como
o(F) < K es una extensién de cuerpos, podemos ver K como un o(F')—espacio vec-
torial. Ademads, si identificamos F' con o(F'), podremos ver K como un F—espacio
vectorial.

Definicién 1.17. Siempre que tengamos ' > K y f € Flx] dada por:
f=Y_fa',  fieF Vie{l,...n}
i=1

Definiremos:
n

f7=>Y o(f)r' € K[a]

i=1
Se verifica que la correspondencia f — f es un homomorfismo de anillos entre F[z]
y K|[z], por la Propiedad Universal del anillo de polinomios.
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Ejemplo. Sea f € F[z], f no constante, sea p € F[x] un factor irreducible de f,
consideramos®:

Fla]

~(p)

como p es irreducible, tenemos que K es un cuerpo. Definimos ¢ : FF — K como:
ola)=a+(p) VaeF

que es un homomorfismo de anillos como composicién de la inclusién en F'|x] con la
proyeccion al cociente:

Fla]

Foet Flg — 2
p)

Por lo que es un homomorfismo de cuerpos, con:
o(F)={a+({p):a€ F}=F

Sea o = x + (p) € K, tenemos que:

n

P(0) = Y (it D)+ ) = Yo pa' + ) =p+ () =0+ )

i=1
Ademas:

o(F)(a) =K
C) Basta ver que K contiene a o(F) y a a.

D) Si tomamos un elemento de K, este serd de la forma g+ (p) para cierta g € F[z]
dada por:

Zgiﬂfi, g €F, Vie{l,...,n}
i=1

Por lo que:

n

g+ (p) = Zngci + ()= (g + )z + D) € 0(F)(a)

=1

Notacién. Siempre que estemos trabajando con un cuerpo F'y digamos que “existe
un homomorfismo F' % K7, lo que queremos decir en realidad es que existen otro
cuerpo K y un homomorfismo de cuerpos entre ellos o : FF — K, pero usaremos la
primera expresion para abreviar.

Lema 1.17. Si f € Flx] es no constante y p es un factor irreducible de f, entonces
existen ' 5 K homomorfismo de cuerpos y o € K tales que:

pl@)=0 y K=o(F)(o)

Bajo estas condiciones, a menudo identificaremos F con o(F) y en dicho caso,
escribiremos K = F(«).

8Donde (p) es el ideal generado por p.
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Demostracion. La demostracion se deduce del ejemplo anterior. O]

Proposicién 1.18. Sea f € F[z| con degf = n > 1, entonces existe un homo-
morfismo de cuerpos o : ' — FE tal que E es un cuerpo de descomposicion de

fe-

Demostracion. Suponemos sin pérdida de generalidad que f es moénico. Vamos a
ver que existe £ = L tal que f° se descompone completamente como producto
de factores lineales en L[z]. Para ello, descomponemos f = gh, donde g € F[z] es

producto de polinomios lineales y h € F[z]| es un polinomio sin raices en F. Por
induccién sobre el grado de h (usando el segundo principio de induccién):

= Sidegh =0, tomando L = F'y 0 = idp se tiene.

= Supuesto que degh > 0 y la hipdtesis de induccién, tomamos p un factor irre-
ducible de A, por lo que podemos aplicar el Lema 1.17, con lo que existen
F5 KyacKtalquep (o) =0y K = 7(F)(a). Observamos que h™(a) = 0.

El polinomio g que habiamos escogido sera de la forma:

g=(r—aq) ... - (x — ), at,...,op € F

Extraemos ahora los factores lineales de h”™ en K[z] (sabemos que al menos
s > 1, puesto que « es raiz de h7):

W= (x—p1) ... (x— Bk, ke Klx],B1,...,0, € K

Con uno de los ; es a y k sin raices en K y de grado menor que el de A7. En
definitiva, tenemos que:

=g = (@—r(an)-.. (r—r(@) (@) . -(w=B)k,  degh < degh’

Aplicando la hipétesis de induccion tomando k& como h, existe un homomor-
fismo K & L tal que k* se descompone como producto de polinomios lineales
en L[z]. En definitiva, tendremos que (f7)” se descompone como producto de
polinomios lineales en L[x]. Si tomamos:

oco=pr: F—=L
tenemos que f7 se descompone como producto de lineales en L[z].

Una vez tenemos que existe o : F' — L de forma que f se descompone como pro-
ducto de polinomios lineales en L[x], si 71, ...,7- € L son las raices de f?, podemos
considerar £ = o(F)(y1,...,7%) < L, con lo que la restriccién en codominio de o a
E nos da un homomorfismo, donde F es un cuerpo de descomposicion de f€. O]

Definicién 1.18. A un homomorfismo o : F' — E como el de la Proposicion anterior
se le llama cuerpo de descomposicién de f.

Respecto a esta tultima definicion, debemos tener claro que antes hablabamos de
cuerpo de descomposicién de f € F[z] a una extensién F' < K de forma que K
cumplia ciertas propiedades relativas a f. Ahora, lo que hacemos es ver el homo-
morfismo F % K como una extensién de cuerpos, identificando F' con o(F), por lo
que al propio homomorfismo (que hace el papel de la extensién) le llamamos ahora
cuerpo de descomopsicién, si K cumple unas propiedades relativas a f7.
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Ejemplo. Tomamos f = 22 + x + 1 € Fy[z], donde Fy = {0,1} es el cuerpo que
contiene dos elementos. Como f(0) = f(1) = 1 # 0, tenemos que f no tiene raices
en Fy. Nuestro objetivo es buscar un cuerpo de descomposicion suyo.

Observemos que como f es de grado 2 y no tiene raices en Iy, f es irreducible, por lo
que repitiendo el ejemplo anterior del que vienen el Lema y la Proposicién, podemos
tomar el cuerpo:

Fyz]
K =
{f)
y el homomorfismo de cuerpos:
o IFQ — K

sabemos ya que:
f7(a)=0 con a=z+(f)

Si factorizamos f° (usando que a® +a + 1 =0):
f7=(z+a)(z +a?)

tenemos que o es un cuerpo de descomposicion de F'. Viendo que tenemos una copia
isomorfa de Fy dentro de K, identificamos Fy con o(F3), y tenemos Fy < K, con lo
que:

K =TFy(a), Irr(a,Fy) =2 + 2+ 1

. Cuantos elementos tiene K7
En vista de que [K : Fy] =2y |Fs| = 2, tenemos que |K| = 4. Para listarlos:
» K ={0,1,a,1+ a}.
Donde vemos que 1+ « es distinto del resto porque {1, a} es una Fo—base de
K. La condicién a? + a + 1 = 0 también nos dice que o + 1 = a?:

» K ={0,1,a,a?}.

Ejemplo. Al igual que en el ejemplo anterior, buscamos un cuerpo de descomopsi-
cién de:

f=2>+2+1¢€TF
que sigue siendo irreducible sobre Fy[z], por ser de grado 3 y no tener raices en Fy|x].

De la misma forma, un cuerpo de descomposicién de f es de la forma Fy(a) con a
en cierto cuerpo K, siendo a una raiz de f. Tratamos de factorizar f en Fy(a):

3+ + T + 1 T+a
3+ ax? w* +ax+ (a* + 1)
ar® + r + 1
ax? + a’z
(a*+ 1)z + 1
(a*>+ 1z + a*+a
a*+a+1
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Y tenemos que a® + a + 1 = 0. Buscamos ahora una raiz de 2% + az + (a® + 1).
Probamos con a? (donde usamos que a® +a+ 1 = 0):

(@®)’ +ad® + (@2 +1)=d* + P+ > +1=a'+a+d® =a(@+a+1)=0

Dividimos ahora entre x + a?:

2 4 ar + a’>+1 x + a?
r? + a’x x+at
atr = ala+1)x + a*+1
a‘r + ab
a’+a?+1

Y tenemos:
ad+a*+l=d"+ad’+a*+a=ald®+a+a®+1)=a(d®+a*+ad*)=a*@*+1+a)=0
En definitiva, la factorizacién de f en Fy(a) es:
?+r+1=(r+a)(z+a)(z+a)
con lo que Fy(a) es un cuerpo de descomposicién de f, con:
[Fo(a) : Fy] = degIrr(a,Fy) =3

por lo que ahora |Fy(a)| = 23 = 8.

Podrfamos haber estudiado también f = 2% + 22 + 1, obteniendo otro cuerpo de 8
elementos. Veremos luego que estos dos cuerpos son isomorfos entre si, e isomorfos
con todo otro cuerpo que contenga 8 elementos, lo que nos permitird notarlos a
todos por Fg.

Lema 1.19. Sea F % K, p € Flx] irreducible, si o € K es raiz de p°, entonces se

tiene que: ]
Flx
Oq . W — J(F)(Oz)

g+ — g°(a)

es un isomorfismo de cuerpos.

Demostracion. Podemos tomar:

0o : Flz] — o(F)(a)
g9 — ¢°(a)

En el Lema 1.17 vimos que ¢°(a) € o(F)(«) siempre que g € Fz], por lo que 7, estd
bien definida (Ima, C o(F)(«)), y ademas es un homomorfismo de cuerpos. Como
p° () = 0, tenemos que (p) C ker(a,), pero como p es irreducible, tenemos que (p)
es maximal, con lo que (p) = ker(d,). Finalmente, observamos que o(F') C Ima, asi
como que a € I'ma, por ser x € Fz|, de donde concluimos que o(F)(a) C Ima,.
Si aplicamos ahora el Primer Teorema de Isomorfia para anillos, vemos que:

Fla] _ Fla]
W) ker(@a)

= Imo, = o(F)(a)
[l
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Definicién 1.19. Si tenemos dos homomorfismos de cuerpos:

F—/—-F

™~

Diremos que un homomorfismo de cuerpos 1 : K — E es una o—extensién de 7 si:

K

no =Tt
Y notaremos al conjunto de todas las o—extensiones de 7 por:
Ex(t,0) ={n: K — E con n homomorfismo y no = 7}

Notemos que todos estos hacen que el siguiente diagrama sea conmutativo:

F——F

i

Proposicién 1.20 (Extensién de homomorfismos). Si tenemos dos homomorfismos
de cuerpos:

Si p € Flz] irreducible y « € K con p’(a) =0, si R C E es el conjunto de todas
las raices de p™ y ademds K = o(F)(«), tenemos entonces que la aplicacion

Ex(r,0)

— R
n — 1n(

a)
es una biyeccion.

Demostracion. Veamos en primer lugar que dicha aplicacién esta bien definida. Para
ello, sea n € Ex(1,0):

P (n(@)) = p" (n(e)) L (7 (@) = n(0) = 0

donde en (%) hemos usado que si p es de la forma:
p=>Y pa', p€EF
i
entonces:

p" (n(a)) = Z n(o(pi))nla) = Z n(o(pia) = (Z 0(2%)@) =n(p°(a))

i
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Esto prueba que’ n(a) € R. Veamos ahora que la aplicacién enunciada es sobre-
yectival®. Para ello, sea 8 € R, buscamos una o—extensién n de 7 de forma que
n(a) = B. Usando el Lema 1.19, obtenemos los isomorfismos:

Og : M o o) =
Ty (F)(o) = K

g+ — g7(a)

Ts — — 7(F)(B)KFE
g+ — 97 (B)

Si tomamos:
_ -1
n=ioTgoo,

donde i es la inclusién 7(F)(5) < E, observamos que:

[z] s

K 2= o TR0 Ny

Comprobemos que n € Ex(7,0), ya que si a € F":

(100)(a) = (07300, ")(0(a)) = (io73)(0, (0(a))) = (io73)(a+(p)) = i(7(a)) = 7(a)

donde hemos aplicado que tanto o, como 75 aplicado sobre constantes son iguales
a oy a T, respectivamente, lo que prueba que n € Fx(1,0). Ahora:

n(e) = (io7s)(0, () = (io75)(x + (p)) =i(B) =

Falta probar que la aplicacion es inyectiva. Para ello, sean 0,7 € Fx(r,0) de forma
que () = n'(a), entonces como o(F) < K = o(F)(a) con « algebraico sobre o (F'),
tenemos que {1, a, a?, ...} es un sistema de generadores de o(F)(a), por lo que todo
elemento de este cuerpo sera de la forma:

Za(ai)o/ ceo(F)(a), a€F

con lo que:

" (Zcr(ai)ai) =Y nlotam(@) € S (o) (@) = o (Z a<ai>ai)

donde en (x) usamos que n(a) = n'(«), asi como que 7,1 son c—extensiones de T,
con lo que noo =7 =1 oo. En definitiva, tenemos que n =1/, al ser n(g) = 1'(9)
para todo g € K, lo que nos dice que la aplicacién es inyectiva. O

Obsevemos que en esta ultima proposicion hemos probado ademaés que:

R=0<«= Ez(r,0) =10

9Notemos que hemos probado ademés que Ex(1,0) # ) = R # 0.
0Con lo que tendremos R # ) = Ex(r,0) # 0
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Lema 1.21. Sean tres homomorfismos entre cuerpos:

F—— L

g

E10—2>E2

Se verifica que:
Ex(1,0901) = L‘_"J Ex(n,02)

neBa(r,01)
Demostracion. Por doble inclusién:
C) Si tomamos 0 € Fz(7,0901), tenemos entonces que:
Ooyo1 =7
Por lo que si tomamos 1 = #os, tenemos que:
noy = 0oyoy =7 = n € Fx(T,07)
foy =n = 0 € Ex(n,09)
D) Sin € Ex(r,01) y tomamos 0 € Ex(n, oy), tendremos entonces que:

noy =T

B0y = 1 } —> 0oy01 =T = 0 € Ex(n,0107)

Hemos probado que
Ex(Tv 0-20—1) = U E'T(naO—Q)

neEz(r,01)

Ahora, si n,n’ € Fx(r,01) y tenemos que:

9‘72:77 /

/ —
0 € Ex(n,02) N Ex(1', 02) :{ by — 1 — 1=

por lo que la union es disjunta. O

Proposicion 1.22. Sean dos homomorfismos de cuerpos:

Si [K :0(F)] < oo, entonces |[Ex(r,0)| < [K : o(F)].

Demostracion. Por induccién sobre n = [K : o(F)] usando el segundo principio de
induccién:
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» Sin=1, entonces o(F) = K, por lo que o es un isomorfismo, con lo que
Exz(r,0) = {0~ '}, ya que si n € Ex(7,0), entonces:

770:7':>77:7'0'_1

En definitiva, 1 = |Ez(1,0)| < [K : o(F)] = 1.

» Supuesto que n > 1y la hipétesis de induccién, como [K : o(F)] = n > 1,
tenemos que existe a € K de forma que [o(F)(a) : o(F)] > 1, con lo que el
Lema de la Torre nos dice que [K : o(F)(a)] < n.

Sea ahora ¢ : o(F)(a) — K la inclusién en K, podemos tomar:
o=100

con o' : F'— o(F)(a) la restriccién en codominio (o correstriccién) de o. Nos
encontramos en la siguiente situacion:

Aplicando el Lema anterior, obtenemos:

Ex(r,0) = L-_I-J Ex(n,¢)

neEx(r,0")

Con lo que:

[Bx(r,o)|= Y |Ex(n,)

nekxz(r,o’)

Sea n € Ex(r,0'), por hipétesis de induccién ([K : o(F)(a)] < n) tenemos
que:
|Ex(n, )] <K : o(F)(e)]

con lo que:

[Ba(ro)l= ) Bzl < ) [K:o(F)(o)]

nekxz(ro’) neExz(r,o’)

= |Ex(7,0')[[K : o(F)(a)]

Sea p? = Irr(a,o(F)), la Proposicién de extensién nos dice que si R, es el
nimero de raices de p” en E, entonces:

|Ex(r,0')] = [R;| < degp™ = [o(F)(a) : o(F)]
Por lo que aplicando el Lema de la Torre:
|Ex(r,0)| < [o(F)(a) : o(F)][K : o(F)(a)] = [K : o(F)]

[]
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Ejercicio 1.4.1. Si II es el cuerpo primo de un cuerpo K, entonces el inico homo-
morfismo de cuerpos o : II — K es la inclusién.

Sea ¢ : I — K un homomorfismo de cuerpos, sea ¢ : II — K el homomorfismo
inclusién, vemos que:

» 0(0) =0=1(0).
» o(1)=1=11).
= Sin €N, tenemos que:

($)-Fro-$-

k=1 k=1 k=

3
3
MR
-
Yy
—_
N—
I
-
N
]
—_
~__—

Distinguimos casos:

Si car(K) > 0. Tendremos entonces que existe un isomorfismo ¢ : Z, — II para
p = car(K). Si a € II, tenemos que existe b € Z, de forma que:

b b

a:<I>(b):<I><2b:1> => o(1)=) 1

k=1 k=1
por lo que o(a) = t(a), para todo a € 11, luego o = «.

Si car(K) = 0. Tendremos entonces que existe un isomorfismo ® : Q — II. Sia € II,
tenemos que existen z € Z,n € N\ {0} de forma que:

|| n -1
a=%o (%) = ®(2)(®(n)) " = d [ sgn(z) Z 1 (CD (Z 1))

|2l -1

n -1 |2 n
= sgn(z) (1) (Z@(l)) = sgn(z) Zl (Z 1)

k=
por lo que o(a) = t(a), para todo a € II, de donde o = ¢.
Mostramos a continuacion un ejemplo béasico de la proposicion de extension.

Ejemplo. ;Cuantos homomorfismos de cuerpos hay de Q (\3’/5) en C, y cudles son?

Para responder a esta pregunta trataremos de reformularla en una que podamos
responder usando la teoria de extensiones de homomorfismos. Sea 7 : Q (\3/5) —C
un homomorfismo de cuerpos, si restringimos 7 al cuerpo primo de Q (\3/5), que es
Q, el Ejercicio 1.4.1 nos dice que entonces 7 0 coincide con la aplicacién inclusion
7:Q — C, es decir:
Lton =T

Si tomamos 0 = ¢ : Q — Q (\3/5) la aplicacion inclusién, estudiar cuantos ho-
momorfismos de cuerpos hay de Q (\3/5) en C es equivalente a estudiar cuantas
o—extensiones de 7 hay.
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Q——=cC

\\\gg& ]g
Q (V2)

Por lo que el probelma se reduce a estudiar los elementos del conjnto Ez(T, o).

Sabemos que:
Irr <\3/§, @) =3 -2
Cuyas raices en C son:
R = {\3/5, w2, w2\3/§}

donde w es una raiz cibica primitiva de la unidad. La Proposicion de extension nos
dice entonces que existen exactamente tres homomorfismos de Q (\3/5) en C. Les
damos nombre a cada uno de ellos:

Ex(,0) = {no,m,n2}

donde 7; estd determinado (segin la proposicién de extensién) por:
nj (\/E) —wiV2,  Vje{0,1,2)

Como cada uno de los n; es un homomorfismo definido sobre Q (\3/5) con base
{1,+/2}, es suficiente definirlos sobre 1 (todos cumplirédn 7;(1) = 1, por ser homo-
morfismos) y sobre v/2. Como ejemplo de esto tltimo, observemos que podemos
calcular:

1(V2) + (n2 (\3/5))2 w24 (wQ\?ﬁ)Q
1(27) B 27

27

. (€/§+(%)2>

Proposicion 1.23. Sean dos homomorfismos de cuerpos:

con o un cuerpo de descomposicion de f € Flz]. Si fT se descompone como producto
de polinomios lineales en E[zx], entonces Ex(1,0) es no vacio. Ademds, si f7 tiene
degf raices distintas, entonces:

|Ex(r,0)| = [K : o(F)]

Demostracion. La idea es similar a la de la Proposicién 1.22, por induccién sobre
n=I[K:o(F):

» Paran =1, tenemos que K = o(F), con lo que ¢ es un isomorfismo y tendre-
mos por tanto que Ex(7,0) = {ro~'}.
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= Supuesto que n > 1y la hipdtesis de induccién, tenemos que f tiene un factor
irreducible p € F[z]| de grado mayor o igual 1. Tomamos una raiz a € K de p°,
de donde [K : o(F)(«)] < n. Si consideramos ¢’ : F' — o(F')(«) y la inclusién
t:0(F)(a) — K, tenemos que:

Ex(r,0) = L—_I—J Ex(n,)

neEz(r,0')

con lo que:

[Br(r,o)|= Y |Ex(n,)

neEx(r,0’)

de la proposicién de extensiéon deducimos que Ez(T, 0’) tiene tantos elementos
como raices de p” hay en F. Sin embargo, como f7 se factoriza como produc-
to de polinomios de grado 1 en E[z] y p” es un factor de f7, en particular
Ex(r,0") # 0, lo que nos permite tomar n € Ex(r,0'), y por hip6tesis de
induccién obtenemos que Ex(n,¢) es no vacio, con lo que tampoco puede serlo
Ex(t,0).

Ademas, si f7 tiene degf raices distintas, entonces p? tiene degp raices distin-
tas, de donde:

|Ex(r,0")| = R(p7) = degp” = [0(F)(a) : o(F)]

Por hipétesis de induccién (como [K : o(F)(«)] < n), para cada n € Ex(7,0’)
tenemos que |Ex(n, )| = [K : o(F)(«)], con lo que:

[Br(r,o)l= Y |Ex(n,)]=[K:o(F)()][o(F)(a): o(F)] = [K : o(F)]

neEx(r,0’)

]

Ejemplo. (Continuacién del ejemplo anterior)

Sea K = Q ({757 w) con w una raiz cubica primitiva de la unidad, si queremos
calcular todos los homomorfismos de K en C, lo que haremos serd considerar las
respectivas aplicaciones de inclusion 7,07 v 03, con lo que tenemos:

| 27
QV?2) — K

Y queremos calcular Ex (7, 0201). Para ello, trataremos de usar las aplicaciones 7,
que ya conocemos, que cumplian:

n (V2) =wiV3 vje{0,1,2}
Calcularemos para cada j todas las op—extensiones de 7;, ya que:

Ex(r,0001) = H‘J Ex(n, 02) = Ex(1o, 02) U Ex (1, 02) U Ex(n2, 02)

neEx(r,01)
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Para ello, necesitamos calcular el polinomio irreducible de w sobre Q (\?/i) y calcular
sus raices en C, cosa que ya hemos realizado en alguna ocasion:

Irr (w, Q <\3/§>) =2’ +r+1 con raices w, w*
Por tanto, tendremos 2 o, extensiones de 7; para cada j € {0, 1,2}:
np(w) =w® ke {1,2}

Ex(1,0901) = {n;: 7 €{0,1,2}, k € {1,2}}

determinadas por
Mjk (5’/5) =wV2, (w) =

Sabiamos que teniamos que obtener 6 extensiones, puesto que K es cuerpo de des-
composicién de 2% — 2, con todas sus raices distintas y que se descompone como
producto de polinomios lineales en C.

Ejercicio 1.4.2. Sean F' - E % E homomorfismos de cuerpos. Sabemos que E es
un 7(F')—espacio vectorial, se verifica que:

pes T(F)—lineal <= pr =171

<) Seay € 7(F) y z € E, tenemos que existe z € F' de forma que 7(z) = y, con
lo que:

p(y-2) = p(t(x)-2) = p(r(x)) - p(2) = 7(x) - p(2) =y - p(2)

=) Supuesto que p es 7(F)—lineal, tenemos que:

Teorema 1.24 (Unicidad del cuerpo de descomposicién).
Sean 7 : F — E y 1 : F — E' dos cuerpos de descomposicion de f € Flx].
Entonces, existe un isomorfismo de cuerposn: E — E' tal que nT = 7'.

Demostracion. La Proposicién 1.23 nos dice que como f7 y f7 se descomponen
como producto de polinomios lineales en E[x] y E'[z] de forma respectiva, entonces
Ex(r,7") y Ex(r',7) son no vacios, con lo que existenn: E — E'yn' : E' - E
tales que
nt'=7r ngr=1
si observamos que:
7777/7_/ — 7_/

el Ejercicio 1.4.2 nos dice que nn’ es 7/(F')—lineal. Ahora, como E’ es de dimensién
finita sobre 7/(F") por ser E’ cuerpo de descomposicién de f™: y como tenemos que
nn' : E' — E’ es inyectiva, obtenemos automadticamente que nn’ es biyectiva. De
aqui deducimos que 7 es sobreyectiva, pero como era un homomorfismo de cuerpos,
concluimos que 7 es biyectiva, con lo que 1 es un isomorfismo. O
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Ejercicio 1.4.3. Sea ¢ : F — E un homomorfismo de cuerpos tal que la extension
o(F) < F es finita. Demostrar que existe un polinomio f € F[x] y un homomorfismo
de cuerpos 7 : ' — K tal que 70 : F — K es cuerpo de descomposicién de f.

Como la extensién o(F) < E es finita, sabemos entonces que es algebraica y finita-
mente generada, con lo que existen as, ..., a, € E algebraicos sobre o(F') de forma
que £ = o(F)(aq,...,a,). Obtenemos para todo i € {1,...,n}:

g; = Irr(ay, o(F))

con lo que g;(a;) =0 Vie{l,...,n}. Como o : F — o(F) es un isomorfismo, para
cada g¢; existe un tnico polinomio f; € F[z]| de forma que f7 = g;. Consideramos:

f=1lr=r=11#r=]1]9cc@)l
i=1 =1 i=1

Por la Proposicién 1.18, sabemos que podemos encontrar 0 : o(F) — K cuerpo de
descomposicion de f7. Trataremos ahora de extender 6 a E. Para ello, si observamos
que:

o(F)(a1)

y recordamos que ¢g; € o(F)[x] es irreducible en o(F'), la proposicién de extensién
nos dice que existe existe 7; € Ex(6, 1) de forma que 7, () es una raiz de ¢¢ (y por
tanto de (f7)?) en K. Supuesto ahora que:

o(F)(ay,...,0p) —2— 5 K

T

o(F)(a, ..., ake)

Si tomamos Irr(ayy1,0(F)(aq, ..., ax)) (divisor de gry1), la proposicién de ex-
tensién nos garantiza la existencia de ng1 € Fx(ng,t) de forma que nyy1(ogy1) €s
una rafz de g% . Tomando ahora 7 = 7, tenemos 7 : 0(F)(o,..., o) = E = K

de forma que (f7)" se descompone como producto de polinomios lineales en K|[z],
y si R es el conjunto de raices de (f?)", K = o(F)(R), con lo que K es cuerpo de
descomposicién de (f7)".

1.5. Clasificacién de los cuerpos finitos

Proposicién 1.25. Sea F' un cuerpo finito de cardinal' ¢ = p™ donde p = car(F),

entonces F' es cuerpo de descomposicion de x? — x € Z,[x].

1 Sabemos que es asi por el Ejercicio 1.
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Demostracion. Llamamos f = 27 — x y consideramos el grupo F* = F'\ {0}, que
tiene ¢ — 1 elementos. Por el Teorema de Lagrange para grupos tenemos que todo
a € F* satisface que a? ! = 1, de donde a¥ = a. Para 0 es trivial, con lo que:

ol =« Va € F

es decir, todo elemento de F' es raiz de ¢ — x. Como su polinomio derivado es
qri™! — 1 # 0, tenemos entonces que ¢ — x tiene exactamente ¢ raices distintas,
que deben ser todos aquellos elementos de F'. Como ademads Z, < F es el subcuerpo
primo, tenemos que F' es cuerpo de descomposicién de f € Z,[z]. ]

Ejercicio 1.5.1. Sean a,b € F' con F' un cuerpo de caracteristica p > 0. Si ¢ = p",
comprobar que (a — b)? = a? — b%.

Veamos en primer lugar que:

p p—1
P\ P! _ ()
(a—by =3 (k)ap Akl G Py e S
k=0 k=1

p

donde en (x) usamos que para 1 < k < p — 1 tenemos que (k

Observemos ahora que:

) es multiplo de p.

2 2

(a =0y = ((a=b)P") = (" =) = — ¥
Y por un procedimiento inductivo se termina probando que (a — b)? = a? — 9.

Teorema 1.26 (Clasificacién de cuerpos finitos). Para cada nimero primo p y para
cadan € N\{0} existe un tnico, salvo isomorfismos, cuerpo de cardinal p™. Ademds,
estos son los unicos cuerpos finitos.

Demostracion. Sea g = p™, tomamos como F un cuerpo de descomposicién del
polinomio f = 2% — z € Zy[x]. Sea S el conjunto de las raices de f en F, veamos
que S es un subcuerpo de F', puesto que:

m 1leS.
= Sia,beSs:

al? —a=0

9 — 9 _ab=
bq_bzo}:>ab—ab:>(ab) ab=0

con lo que ab € S, y vemos ahora que:
(@07 —(a—b)2a? 4 —(a—b)=a—b—(a—b)=0

donde en (%) usamos el Ejercicio 1.5.1, con lo que también a — b € S.
» Ahora, si a € S\ {0}, tenemos que:
(@) =a =) "'=at= () —at=0
por lo que a=! € S.
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Como Z, < F es el cuerpo primo y S < F', ha de ser Z, < S. Finalmente, como F
es un cuerpo de descomposicién de f, ha de ser F' = Z,(S5) = S. Ademas, como el
polinomio derivado no comparte raices con f, tenemos que |F| = q.

Ahora, si tenemos dos cuerpos del mismo cardinal ¢, la Proposicién 1.25 nos dice
que ambos cuerpos son cuerpos de descomposicién de z¢ —z € F,[z], y aplicando el
Teorema de unicidad del cuerpo de descomposicion, tenemos que son isomorfos.

Sea ahora F' cualquier cuerpo, tenemos por el Ejercicio 1 que este tiene cardinal p™,
por lo que tenemos el resultado por lo que acabamos de probar. O

Notacién. Si F' es un cuerpo de ¢ = p" elementos, lo notaremos por F,, y ha-
blaremos “del” cuerpo de ¢ elementos. Como todos los cuerpos de ¢ elementos son
isomorfos entre si, usaremos I, como una etiqueta que hace referencia a cualquier
cuerpo de g elementos.

Ejemplo. Sabemos ya que:

Z}i) Fiz]

(3)7 (2 4+ 2+ 2)

son dos cuerpos de 9 elementos, con lo que el Teorema recién probado nos dice que
ambos son isomorfos.

1.6. El grupo de automorfismos de una extension

Definicién 1.20 (Grupo de automorfismos de un cuerpo). Sea K un cuerpo, con-
sideramos el conjunto de todos los automorfismos de K:

Aut(K) = {0 : K — K homomorfismo de cuerpos biyectivo}

Se verifica que Aut(K) es un grupo con la operacién composicién de aplicaciones,
que recibe el nombre de grupo de automorfismos de K.

Si F' < K es una extension de cuerpos, consideraremos también:
Autp(K) = {0 € Aut(K) : 0 es F' — lineal}

y se verifica que Autp(K) es un subgrupo de Aut(K), que recibe el nombre de
grupo de automorfismos de F' < K.

Ejercicio 1.6.1. Si II es el subcuerpo primo de K, entonces Auty(K) = Aut(K).

Basta probar la inclusién D). Para ello, sea 0 € Aut(K), si tomamosa € [Iy b € K,
tenemos que:

o(a-b) = o(a) o) L ua) - ob) = a-a(b)
Donde en (*) hemos usado que O"H =, donde ¢ : [T — K es la aplicacion inclusion,

algo que probamos en el Ejercicio 1.4.1, con lo que o € Auty(K).

51 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Algebra 111 1. Extensiones de cuerpos y raices de polinomios

Proposicién 1.27. Si F' < K es finita, entonces | Autp(K)| < [K : F]
Demostracién. Sillamamos F = K al homomorfismo inclusién, entonces:
Autp(K) = Ex(t,1)

Q) Sio € Autp(K), tenemos entonces que o es F'—lineal, y por el Ejercicio 1.4.2,
tenemos entonces que o ot = ¢, lo que nos dice que o € Ex(t,1).

D) Si tomamos o € FEx(t,t) como es homomorfismo de cuerpos tenemos que es
inyectivo, y como es F'—lineal entre dos espacios vectoriales de dimension finita,
ha de ser necesariamente sobreyectivo, con lo que o € Autp(K)

Finalmente, la segunda proposicién de extension nos dice que:
| Autp(K)| = [Ex(s,)| < [K 2 F]
O
Proposicién 1.28. Si F < K es cuerpo de descomposicion de f € Flx|, entonces:
| Autp(K)| < [K : F]

y si todas las raices de f en K son simples (es decir, f tiene degf raices distintas),
entonces:

| Autp(K)| = [K : F)

Demostracion. Si F < K es un cuerpo de descomposiciéon de f € Flz], tenemos
entonces que si aj, ..., as son las raices de f en K entonces K = F(ay,...,q;) es
una extension algebraica y finitamente generada, luego finita, de donde aplicando la
Proposicién anterior tenemos que | Auty(K)| < [K : F].

Si ahora tenemos que todas las raices de f en K son simples, aplicando la igualdad

de la demostracién anterior | Auty(K)| = |Ex(t,¢)| para ¢ : FF — K la aplicacién
inclusién, tenemos por la tercera propiedad de extension que:

| Autp(K)| = |Ex(t,0)] = [K : F]

Ejemplo. Segin un ejercicio ya visto, tenemos que:
Aut (Q (\3’/5, w)) = Autg (Q (\3/5, w))
con lo que la Proposicion nos dice que:

e (@(20)) =5

Por Algebra IT, tenemos que este grupo es isomorfo a Cs 0 a S3, pero en ejemplos
anteriores vimos que:

Aut (@ (\/5 w>> = {njx 5 € {0,1,2}, k € {1,2}}

52 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Algebra 111 1. Extensiones de cuerpos y raices de polinomios

donde: ,
{ nix (V2) = w2
ns(w) = wh
resulta que tenemos un grupo no conmutativo:

B m, m, :
\75}—)11 wv/2 S w2

3 11,0 3 1,1 2 3

Teorema 1.29. Sea F, un cuerpo finito con g = p"™ elementos, entonces Aut(F,) es
un grupo ciclico de orden n.

Demostracion. Sabemos por la Proposicién 1.25 que I, es cuerpo de descomposicion
de 27 — x € F,[z], asi como que las raices de dicho polinomio son todas distintas
(puesto que no comparte raices con su polinomio derivado). Estamos en las condi-
ciones de aplicar la Proposicion 1.28, obteniendo que:

| Aut(Fy)| = [ Auty, (Fy)| = [Fg : Fp] =n
Sea 7 : F, — F, la aplicacion:
7(a) =a?  VaeF,

tenemos por el Ejercicio 1.5.1 que es un homomorfismo de cuerpos, luego un auto-
morfismo (que recibe el nombre de automorfismo de Frobenius). Veamos que su oren
es n. Para ello, sea m € N\ {0} de forma que:

Tm = iqu

En el Ejercicio 1.7.10 vimos que F es ciclico y de orden ¢ — 1. Tomamos a como su
generador, que seré de orden ¢ — 1, lo que nos dice entonces que:

a = idg,(a) = 7"(a) = a”

Usando que el orden de a es p" — 1, deducimos que p™ — 1 > p" — 1, luego m > n,
de donde el orden de 7 € Aut(FF,) es n, con lo que Aut(F,) ha de ser ciclico. O

1.7. Ejercicios

Ejercicio 1.7.1. Sea F' < K una extensién de cuerpos de grado 2. Mostrar que,
si la caracteristica de F' es distinta de dos, existe § € K tal que 3% € F 'y K = F(3).

Sea o € K \ F, tenemos que « tiene grado 2 sobre K, puesto que si fuera de grado
1, entonces existe un polinémico ménico de grado 1 = —a (con a € F') de forma que
« es raiz de dicho polinomio, con lo que ha de ser a = o ¢ F, contradiccién. De
esta forma, deg Irr(c, F') = 2, es decir, existen a,b € F' de forma que « es raiz del
polinomio:

* +ax+b
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Por lo que a® + a - a + b = 0. Como la caracteristica de F' no es dos, tenemos que
1+1=2#0, con lo que podemos considerar 27!. Si tomamos:

a
B—a+§
tenemos que:
2 2 2
ﬁ2:<a+%) :a2+a«a+az:—b+az€F

Y ademds 3 ¢ F, pues a = 3 — 5. Como 3 € K, es obvio que F'(8) < K, y como
[F(B): F] =[K : F], ha de ser K = F(p).

Ejercicio 1.7.2. Calcular un cuerpo de descomposicién de z* + 16 € Q[z].

Tenemos que:

2+ 16=0<= 2= +v—16 =2v—1

Si recordamos que:

V=1 = {er3)  p e {0,1,2,3}} =

—
~l3
[
w[E
3
@
w[E
3
@
N
3
——

con:
im 7T . T \/§ \/§
e4 = cos <Z> —i—zsen(Z) _T—HT
in 3 3 2 2
e’ = cos (%) + ¢sen (Iﬂ) =5 +i\/7_
sin 5T L 5 V2 V2
4 =cos | — sen| — | =—— — 71—
e 1 1sen 1 5 1 5
e%w Cos [ + 7 sen [ V2 V2
p— — —_— = — _Z_
4 4 2 2
Por lo que:

{4/—_16:{\/§+i\/§,—\/§+i\/§,—\/§—i\/§,\/§—i\/§}

Con lo que Q (\/§+ iv2,V2 — Z\/ﬁ) es un cuerpo de descomposicién de z* + 16,
que trataremos de probar que es igual a Q (i, \/5)

C) Es claro que Q (V2 +iv2,v2 —iv2) < Q (i, V2).

D) Vemos que:

V3= ﬁ“ﬂ;ﬂ‘me@(ﬂﬂﬂ,ﬂ_m)

i = \/§+i\/\/§_\/§€<@<\/§+i\/§,\/§—i\/§>

En definitiva, Q (2’, \/5) es un cuerpo de descomposicién de z* + 16.
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Ejercicio 1.7.3. Razonar cudles de los siguientes nimeros complejos son algebraicos
sobre Q, suponiendo conocido que e y 7 son trascendentes:

VA, (1+ VA1 - V16) 7% e —i,ivi+ V2,1 — V2, Vr V2(V2+2) .
Veamos cada caso:
» /4 es algebraico sobre Q, puesto que es rafz de z° — 4.
- (14 V) (1- V16)
5

En el apartado anterior hemos visto que [Q (\/4_1) : Q] < 5, con lo que la

extension Q < Q (\5/4_1) es finita, luego algebraica y finitamente generada, por lo
que todo elemento de este tultimo cuerpo serd algebraico sobre Q. Observemos
que:

A+ VB(1-VI6) =+ VB (1-VAVE) e Q(Va)

Por lo que es algebraico sobre Q.

. Vit V2
= V1-V2

Buscamos un polinomio con coeficientes en Q del que este elemento sea raiz.
Para ello, lo que haremos sera ver que este ha de cumplir que:

x2:1—\3/§:>x2—1:—\3/§

De donde:
(:r2—1)3::r6—3334+3332—1:—2

Por lo que si tomamos f = 25 — 32* + 322 + 1 € Q[z], tenemos que /1 — v/2
es raiz de f, con lo que es algebraico sobre Q.

WG
- V2242
Por el Lema de la Torre, tenemos que:
@ (v2.v2,%3) Q] =
@(v2,v2.v2) @ (v2,¥2)] [@(v2.¥2) : av2)] [@(v2) : q]
Con:

° [Q (\/ﬁ) : Q} =2, ya que Irr(v/2,Q) = 22 — 2 por Eisenstein para p = 2.
° [Q (\/§7 \‘75) :Q (\/ﬁ)] < 3 ya que 2% — 2 es un polinomio con /2 como

raiz.
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e [Q(V2,V2,v2):Q(V2,V2)] <5, ya que 2° — 2 es un polinomio con

v/2 como raiz.

En definitiva, la extensién Q < Q (V2, V2, v/2) es finita, luego algebraica y
finitamente generada. En particular, tenemos que:

a2+ ) e @ (va. v2.92)

Por lo que \/5(\9/5 + \5/5)71 es algebraico.

Ejercicio 1.7.4. Sea ' < K una extensiéon de cuerpos, a € K y n natural no nulo.
Demostrar que « es algebraico sobre F' si, y solo si, o™ es algebraico sobre F'.

=) Si « es algebraico sobre F' entonces la extension F' < F/(a) es algebraica, y
tenemos que o™ € F(«), por lo que " es algebraico sobre F'.

<) Si a" es algebraico sobre F', entonces existe f € F[z] de forma que f(a™) = 0.
Si f se escribe como:

f=Zfixi fieF

tenemos entonces que:

Por tanto, si consideramos el polinomio:
m
g=_ fia" € Fla]
k=1

tendremos entonces:

gla) = Z fia'™ = Z fila™' =0

k=1 k=1

Por lo que « es algebraico sobre F'.

Ejercicio 1.7.5. Sea F' < K una extensién de cuerpos, « € Ky =1+ a? + a’.
Demostrar que « es algebraico sobre F' si, y solo si, £ es algebraico sobre F:

=) Si « es algebraico sobre I entonces la extensién F' < F'(«) es algebraica, y
tenemos que:
B=1+a’>+a" € F(a)

Por lo que f es algebraico sobre F.
—)
Ejercicio 1.7.6. Calcular Irr(«, Q) para los siguientes valores de a:

3+v2,V/3-V3,V2+ V4
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a) Para o = 3+ /2.
Es claro que Q(a) < Q (\/ﬁ), asi como que:

V2=3+Vv2-3¢€Qa)

Por lo que Q (\/5) < Q(a). Como Irr (\/5, Q) = 2% — 2 por Eisenstein para
p = 2, tenemos que:

Qa): @ = [@(v2) : Q| =2
Por lo que basta encontrar un polinomio ménico de grado 2 del que « sea raiz.
a—3=V2=0a’-6a+9=(a-3°=2=0a>-6a+7=0
Por lo que TIrr(a, Q) = 2% — 62 + 7.
b) Para o = /3 — v/3.
c¢) Para o = v/2 4+ V/4.
Ejercicio 1.7.7. Calcular [E : Q] y una base de E sobre Q en los siguientes casos:
E=Q(v6i), E=Q(V5v=2), E=Q(V Vi)
a) Para E = Q (V/6,i).
b) Para F = Q (3/5, \/—_2)
Tenemos por el Lema de la Torre que:
£:q)=[F:Q(¥5)] [e(¥5):q
con:

] [Q (\3/5) : Q] = 3, ya que Irr (\3/5, Q) = 23 — 5 por Eisenstein para p = 5.

= [E:Q(V5)] =2, yaque Irr (vV=2,Q) = 2+ 2, ya que es de grado 2 y
no tiene raices en Q (\375) < R.

En definitiva, [E : Q] = 6, y el Lema de la Torre nos dice que una base suya
es:
{1, 5, w5, V=2, V=25, w\/—2\3/3}
con w una raiz cubica primitiv de la unidad.
c) Para E=Q (V18,V4).

Ejercicio 1.7.8. Sea a € C una raiz del polinomio z® + 3z + 1. Describir una base
de Q(«) sobre Q y calcular las coordenadas racionales con respecto de la misma de
(14+a)(1+a+a?) "
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Como 22 + 3x + 1 es un polinomio de grado 3, este es irreducible en Q[z] si y solo si
no tiene raices en Q. Como las tnicas candidatas a raices de 23 + 3z + 1 en Q son 1
y —1 y ninguna de ellas es raiz, concluimos que el polinomio es irreducible en Q[z],
por lo que Irr(a, Q) = z® + 3z + 1, de donde [Q(«) : Q] = 3. Sabemos también que
{1, a, a*} es una Q—base de Q(«).

Calculamos las coordenadas en Q(«) del nimero mencionado, conociendo que:
& +3a+1=0

Ejercicio 1.7.9. Pongamos Fy = Fy(a) con a® + a + 1 = 0. Comprobar que Fg
puede presentarse como Fig = Fy(b), donde b* + b + 1 = 0. Determinar todos los
homomorfismos de cuerpos Fy — 4 en funcién de a y b.

Tomamos z*+2z+1 € Fy[z], y comprobamos que es irreducible para ello, comporoba-
mos que no tiene raices y que no puede escribirse como producto de dos polinomios
irreducibles de grado 2. Como el tnico polinomio irreducible de grado 2 en Fy[x| es
2% + x + 1, basta ver que no es cuadrado del mismo. Como consecuencia:

Iy []
(x* +2x+1)

es un cuerpo, que tiene dimensién 4 (el grado de x* + x + 1) sobre Fy, con lo que el
cuerpo “es” Fis. Tomamos b = z + (z* + x + 1) y se tiene.

Para ver ahora todos los homomorfismos de cuerpos, conocido:

p=1Irr(a,Fy) =2* +2+1

IFQ —L> FQ(CL)

N

2 (b)

tenemos que hay tantos homomorfismos entre dichos cuerpos como raices de p. La
Propiedd de Extension nos dice que los homomorfismos que me piden estan para-
metrizados por las raices de p en Fy(b).

Observemos que en este ejercicio (usando el ejercicio siguiente), cada n por restriccién
nos da un homomorfismo de grupos 1 : F5(a) — F5 (b) como los cardinales son 3 y
15 y 3 divide a 15, hay homomorfismos. Sabemos que Fy(a) = (a) por ser 3 primo.
Ahora, no estamos seguros de si Fo(b) = (b), para lo cual hemos de probar que
O(b) = 15.

» B2 #£ 1, yaque b?>+1=0, yaque {1,b,0% b*} es una Fo—base de Fy;.
» b® # 1 por la misma razén.

s 0'=b+1+#1,yaquesinob=0.
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= 0 =b(b*) =b(b+1) =b*+b+# 1, por la misma razén.

En definitiva, O(b) = 15, luego Fy = (b).
Buscando ahora homomorfismos de grupos, tenemos que llevar a en un elemento de
orden 3. Ahora, los candidatos a elementos de orden 3 de Fy; son los que generan
un grupo de orden 5 y 10, es decir, b® y b'°, y tenemos que comprobar que son raices
de 2 +x + 1.

Finalmente, evaltio p en las candidatas para comprobar que sean raices:

p(55>:b10+b5—|—1:(b2—|—b)2+b2—i—b—|—1:b4—|—b2—|—b2—i—b—|—1
=b'+b+1=0

Por el Automorfismo de Frobenius, la otra raiz es b'°. Sabemos que hay un 7 para
cada raiz del polinomio, obteniendo 7; : Fy — Fy4:

m(a) = bSa na(a) = b

Ejercicio 1.7.10. Demostrar que, si F' es un cuerpo, entonces cualquier subgrupo
finito de F'* es ciclico. Deducimos que, en particular, F* es un grupo ciclico de orden
g — 1. (Pista: usar la descomposicién ciclica de un grupo finito abeliano).

Sea GG un subgrupo finito de F*, tomamos la descomposicion ciclica de G
G=0C1...060

Con C; ciclico para cada i € {1,...,t}, con |Ci1q| | |C;|. Sea m = |Cy|, para
todo g € G tenemos que ¢™ = 1. De esta forma, cada elemento de G es raiz de
™ — 1 € Flz], que a lo mucho tiene m raices, con lo que |G| < m < |G|, de
donde |G| = m, por lo que todos los grupos ciclicos en los que G se descompone son
triviales salvo C', de donde G es ciclico.

Observacion. Para F,, Fy es un grupo ciclico de orden ¢ — 1.
A cualquier generador a de Fy se le llama elemento primitivo de Fy, por lo que:

F,={0,1,a,...,a7?}
Por lo que F, = F,(a), con p = car(F,).

Ejercicio 1.7.11. Demostrar que los anillos % y @2% son isomorfos sin ne-

2
cesidad de dar un isomorfismo concreto. ;Serias capaz de cfarlo? .Y de calcularlos
todos?

Ejercicio 1.7.12. Se pide:
1. Comprobar que v3 € Q (\/ 1+ 2\/5)
Llamamos o = /1 + 2v/3 y calculamos:

?=14+2V/3 — \/§:a22_16(@(04)

De donde también deducimos que Q(v/3) < Q(«).
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2. Calcular Irr (a, Q (\/5))
Sabemos que aves rafz de f =22 —1—-2v/3 € Q (\/§) [x], con lo que:

Q) Q(v3)] <2

Supongamos que [Q(a) :Q (\/§)} =1, conlo que a € Q (\/5), de donde
a = a + by/3 para ciertos a,b € Q. Si elevamos al cuadrado:

14+ 2v3 =a?=a%+3b%+2abV3

Usando que {1, \/3} es una base de Q (\/3), tenemos entonces que:

1:a2+3b2 :é 2 4
2 = 2ab }:>{1=a2+3ai2 e =ats
14++/1—-12
:>a2:#§é@:>a¢(@

Por lo que no es posible [Q(a) :Q (\/§)} =1, con lo que [Q(a) :Q (\/3)] =2,

de donde deducimos que:

Irr <a,@ <\/§>> =22-1-2V3

3. Calcular los homomofismos de Q(«a) en C.

Queremos calcular los 17 que cumplen:

NE
Q)

donde 7, ¢ son la inclusién, es decir, calcular Ez(T,¢).

No conocemos Irr(a, Q), pero hemos hecho el apartado 2, con lo que calcula-
mos primero los homomorfismos de @(\/3) a C, que son dos por la Proposicion
de extension, determinados por:

n(V3)=(-1YVv3,  Vje{0,1}

yva que Irr (\/3, Q) = 22 —3. Cada uno de ellos da lugar a 2 homomorfismos de
Q(«) en C. Las extensiones de 1y, digamos 7y con k € {0,1}, determinadas
por:

mox(e) = (=1)fa  VE € {0,1}
Las extensiones de 7; vienen dadas por las raices en C de p™ = 22 — 1 + 24/3,
que son £, con 5 = /1 — 2v/3, con lo que tenemos . con k € {0,1} dadas

por:
mx(B) = (-1)"8
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4. Calcular Irr(a,Q) y sus raices en C.

Sabemos ya que el grado es 4, el polinomio se obtiene elevando a? = 1+2+/3 al
cuadrado, y las raices las sacamos por la bicuadratica, que salen o, —a, 8, — .

Ejercicio 1.7.13. Sea n = % € C, JArr(n+7,Q)?. Llamando o = 1 + 7, obser-
vamos que « = 7+ n*, y ahora:

A =n+2+n=n*+2+7°

Y ahora como:
"ttt +n+1=0

tenemos que:
=42+t =2-1-n-n*=1-a
Por lo que a? + o — 1 = 0, le calculamos las raices:

Y —11\/_¢Q

Y como es de grado 2 ha de ser irreducible, con lo que:
Irr(n+7,Q) = 2> +x + 1
Y el nimero 7 es constructible porque n + 7 es 2 veces su parte real, y V5 es cons-

tructible, luego su parte real es constructible. La parte imaginaria la obtenemos del
Teorema de Pitagoras, como la raiz cuadrada de cierto niimero constructible.

Este ejercicio demustra que el pentagono regular es constructible.
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2. Extensiones de Galois

2.1. Extensiones de Galois

Del Capitulo anterior recordamos la Proposicién 1.27, que nos servird para comenzar
este Capitulo:

Sea F' < K una extensién finita, entonces | Autp(K)| < [K : F].

Esto nos permite obtener grupos finitos de automorfismos a partir de extensiones
finitas, y lo que haremos ahora sera describir un procedimiento en sentido contrario.

Ejemplo. Si consideramos Aut (@ (\?ﬁ)), sabemos que:
(2 ()] <3
Y afirmamos que solo hay uno, ya que si observamos el diagrama:

Q —— Q(V2)

N T

Q(V2)

tenemos que raices de 2° — 2 en Q (\3/5) solo hay 1. Sin embargo, anteriormente

vimos que: ‘AUt (Q (\3/57 w))\ i

Por lo que la idea intuitiva es que faltan raices en el cuerpo para poder tener todos
los automorfismos.

Definicién 2.1. Sea K un cuerpo y G < Aut(K) subgrupo, definimos el subcuerpo
fijo de K bajo (la accién de) G' como el conjunto:

K¢={a€K:0o(a)=a VoecG}

Se verifica que K¢ es subcuerpo de K (hagase), con lo que tenemos la extensién
K¢ < K.

Notacién. Para no confundir la notacion de “subgrupo” con la de “subcuerpo”,
siempre que tengamos H un subgrupo de G lo notaremos por H < G.
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Proposicién 2.1 (Artin). Si G es un subgrupo finito de Aut(K), entonces.

[ : K] < |6
Demostracion. Sea n = |G|, suponemos que G = {oy,...,0,} y tomamos m (con
m > n) elementos de K, o, ..., a,,, € K, basta probar que estos son K “—linealmente

dependientes. Para verlo, formamos la matriz:

o1(ar)  oz(an) on(ar)
A= (0;(a)is ailez)  aln) mloz) | Mypen(K)
or(am) o2(am) o onlam)

cuyo rango es menor o igual que n, luego menor o igual que m, es decir, existe un
vector
0#v=(v,...,0,) € K"

tal que vA = 0. Ahora, de entre todos los vectores que cumplen dichas condiciones,
tomamos como v aquel con nimero de componentes no nulas minimo y tal que alguna
componente, digamos la [—ésima (con 1 < [ < m), verifique que v; € K¢. Notemos
que esto podemos conseguirlo siempre con v; = 1, tras dividir todas las componentes
del vector entre la [—ésima componente. Si escribimos la igualdad vA = 0:

ZUL’O'J'(OQ):O V]G{l,,n}

Y observamos que para obtener la dependencia lineal de los «; falta ver que realmente
los coeficientes v; estdn en K¢ (por ahora solo sabemos que estan en K). Para ello,
supuesto que vy ¢ K¢, tendremos que vy # o (vr) para cierto indice k. Tomamos
ahora cualquier o € GG y definimos:

o(v) = (o(v1,),...,0(vn))

Si usamos esto para oy:

Uk(”) = (Uk(vl)? ce >Jk(vm>>

Aplicamos oy a la igualdad anterior, con lo que:
> on(v)or(oj() =0 Vie{l,...,n}

Observemos que:
G=A{oy,...,00} ={oko1,...,000,}

y lo que hemos hecho ha sido permutar las ecuaciones, variando los coeficientes, con
lo que:

or(v)A =0

Como vA =0y ox(v)A = 0, tenemos que:
(v—o0x(v)A=0, v —or(v) #0
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ya que si miramos sus componentes I'—ésimas, estas son distintas. Sin embargo, las
componentes [—ésimas eran iguales (v, = ox(v;)), por lo que hemos obtenido un
vector v — o (v) que verifica que al multiplicarse por A se obtiene cero y con al
menos una componente no nula menos que v, contradicciéon, que viene de suponer
que vy ¢ K9 lo que nos dice que los coeficientes v; estaban en K. Si en la igualdad:

Z’l}iO'j(CYi>:O VJG{l,,n}

tomamos aquel indice j que verifica que o; = Idg, tendremos entonces que:

Zviaizo, UiEKG

i
lo que implica que oy, ..., a,, eran K%—linealmente dependientes, por lo que:

[K: K< n=|G|

Lema 2.2. Para un cuerpo K, tenemos que:
1. Si H < G son subgrupos de Aut(K), entonces K > K¢,
2. Si F < E son subcuerpos de K, entonces Autp(K) > Autp(K).
3. Si G es subgrupo de Aut(K), entonces G < Autge(K).
4. Si F < K, entonces F < FAwr(K),
Demostracion. Demostramos cada uno de los apartados de forma muy sencilla:

1. Sea a € K¢, si tomamos 0 € H < G, tendremos que o(a) = a, con lo que
ac K1,

2. Sea 0 € Autg(K), si tomamos A € F' < F,x € K observamos que:
o(A-x)=\-o(x)
Por lo que 0 € Autp(K).
3. Sea 0 € G < Aut(K), si tomamos z € K y y € K¢, observamos que:
o(y-x)=oly)-o(x) =y-o(z)
Por lo que 0 € Autge(K).
4. Sea x € F'y 0 € Autp(K), entonces:
oz)=0c(x-1)=x-0(l)=2x
Por lo que z € FAur(K),

[]
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Veamos ahora donde se da la igualdad en los apartados 2 y 3, que en general no se
dan.

Teorema 2.3. Sea K un cuerpo, si G es un subgrupo finito de Aut(K), entonces:
[K:K=|G] y G=Autge(K)

Demostracion. El Lema anterior nos dice que G < Autge(K), y la Proposicién de
Artin nos dice que [K : K] < |G/, con lo que en particular la extensién es finita,
luego podemos aplicar también la Proposicién 1.27 en (x):

(%)
1G] < | Auto (K)| < [K : K9] < |G
Por lo que G = Autge(K). O

Ejemplo. Sea K = Q (\‘75, w) con w una raiz cibica primitiva de la unidad, sabe-
mos ya que:

Aut(K) ={n;r :j € {0,1,2}, k € {1,2}}

donde: '
mix(V2) =w' V2 pjp(w) = wt

Los subgrupos propios de Aut(K) (por el Teorema de Lagrange) son de orden 2 o
3, todos ellos ciclicos, por lo que tenemos que buscar elementos de orden 2 y 3. Son:

(ma) = (M), (M0,2) = (M2) = (M22)
Que hemos obtenido ya que por ejemplo:

w»—>w2r—>w4:w

%Mw32ﬁw2w\?’/§:€/§
W — w? — w

Si el grupo fuera ciclico, tendriamos un tnico subgrupo por cada divisor, pero como
hemos encontrado dos elementos distintos de orden 2 sabemos que no es ciclico.

wﬂwwgww32:w2€/§#€/§

hemos encontrado un elemento de orden que no es 2, por lo que ha de ser de orden 3
(puesto que no hay elementos de orden 6 al no ser ciclico). Para calcular el segundo
elemento de orden 3 calculamos el cuadrado a 7 1, obteniendo el 7, ;. Finalmente,
tenemos el elemento 7,5, que automaticamente sabemos que es de orden 2, puesto
que es el que queda.

Buscamos ahora calcular K 1)y sabemos que:

K 2 K] = || = 3
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Por lo que aplicando el Lema de la torre (sabiendo que [K : Q] = 6):
[K<’71,1> :Q] =2

buscamos una extension de grado 2 de Q que esté dentro de Aut(K). Heuristicamen-
te, conocemos que [Q(w) : Q] = 2, con lo que buscamos razonar que K M1 = Q(w),
comprobémoslo:

= Sabemos que Q < K1) por ser 771,1‘@ =L

= Como 7y, (w) = w, tenemos que w € KM,

De estos dos puntos deducimos que Q(w) < K1,
» Finalmente, como [K{m1) : Q] = 2 = [Q(w) : Q], ha de ser Q(w) = K M),

Si pensamos ahora en calcular K2 K2 [((22) 1o que haremos serd buscar
primero extensiones de grado 3 de Q. Sabemos que los elementos v/2, w{/2 y w?v/2

tienen grado 3 sobre Q, y no sera dificil comprobar que Q(+/2), Q(wv/2) y Q(w?v/2)
son los subcuerpos que estabamos buscando.

Definicién 2.2 (Polinomio separable). Sea f € F[z] con degf > 1, se dice que f
es separable si todas sus raices (en un cuerpo de descomposicién de f) son simples.

Observacion. Las siguientes afirmaciones sobre f € F[z] son equivalentes:
= f es separable.

= f tiene degf raices distintas en su cuerpo de descomposicion.

» med(f, f') = 1.

Ejemplo. Para mostrar la abundancia de polinomios separables asi como la exis-
tencia de polinomios no separables:
= Si F' es un cuerpo con car(F) =0y f es irreducible, entonces f es separable.
Como car(F) = 0y degf > 1, tenemos al ser f no constante que f’ # 0, y
como f es irreducible tendremos que mecd(f, f') = 1, de donde f es separable.
» Sea f =129 —x € F,[z], donde ¢ = p"™, tenemos que f es separable.
Como f" = qz?' —1= —1# 0, tenemos que mcd(f, f') = 1, por lo que f es

separable.

» Sea I, () el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios F,[t], si consideramos
el polinomio:
f=al —t eF,(t)x]

tenemos que [ es irreducible (por Eisenstein para t) y que f' = 0, con lo que
med(f, f') = f # 1, luego f no es separable.

Definicién 2.3 (Extension separable). Una extensién algebraica F' < K se dice
separable si Irr(a, F') es separable, para todo a € K.
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Observacion. Toda extensiéon algebraica en caracteristica 0 es separable.

Definicién 2.4 (Extension normal). Una extension algebraica F' < K se dice nor-
mal si Irr(e, F') se factoriza como producto de polinomios lineales en K|x], para
todo a € K.

Ejemplo. Por ejemplo, la extensién Q < Q(v/2) no es normal pero si es separable.
Teorema 2.4. Sea F' < K una extension de cuerpos. Son equivalentes:

i) K es cuerpo de descomposicion de un f € Flx| separable.

it) F < K es finita y F = KA,

)
iii) F = K para un subgrupo finito G de Aut(K).
iv)

F < K es finita, normal y separable.
Demostracion. Veamos las equivalencias:

i) = 4i) Como K es cuerpo de descomposicién de cierto f € F|x], tenemos enton-
ces que si aq, ..., a, son las raices de f entonces:

K =F(ay,...,q)

Por lo que F' < K es finitamente generada. Si observamos ahora la demostra-
cién del Teorema 1.8 observamos que solo usaba que los «; eran algebraicos,
por lo que podemos concluir que F' < K es finita.

Sea ' = KAWr(K) o5 claro que F' < F'. Ademds, como F' < K es finita,
tendremos que Autp(K) es finito. Por el Teorema 2.3 tenemos que tomando
G = Autp(K), se tiene que:

AutF(K) = AutF/(K)

K es cuerpo de descomposicién de f € F[z] y como F < F’, tenemos también
que K es cuerpo de descomposicién de f € F'[z]. Como f es separable, tenemos
que:

(K : F] =|Autp(K)| = | Autp(K)| = [K : F'

Con F' < F, por lo que el Lema de la Torre nos dice que F' = F’

i1) = 11i) Si la extension es finita, tenemos entonces que Autp(K) es finita, con lo
que tomando G = Autp(G), tenemos que F = K¢,

iii) = iv) La Proposicién de Artin nos dice que K¢ = F' < K es finita.

Sean v € Ky h = Irr(o, F') € F[z], como G actia sobre K, podemos consi-
derar la érbita de « (considerando todos sus elementos distintos):

Orb(a) ={aq,...,a4} CK

y podemos considerar el polinomio:

t

g=[]x— )= a2? € K[a]

i=1 =0
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veamos que a; € F para todo j € {1,...,t}, usando que F = K¢ Dado

oce@:
¢ ¢

[[@—o(@w) =97 = ala;)a’

i=1 j=0

t
y vemos que g = [[(z — o(«;)), puesto que al aplicar o sobre los elementos
=1

de la orbita los per:muta, con lo que de la igualdad de la derecha deducimos
que o(a;) = a;, para todo j € {1,...,t}, con lo que a; € F[z] para todo
je{l,...,t}, luego g € Flz].

Por una parte g(a) = 0, puesto que a € Orb(«). Como h = Irr(a, F'), tenemos
que h divide a g.

Por otra parte, cada «; es raiz de h, ya que h(a) = 0 deducimos que si tomamos
o € G, entonces:

0=0(0) = o(h(a)) = h(a;)

Como se cumple para todo o € G, tenemos pues que h(a;) = 0 para todo
i€ {1,...,t}. Como los elementos «; son distintos, tenemos que degh > t,
pero como ¢ es un polinomio ménico de grado t cuyas raices son exactamente
Orb(«), tenemos que g = h. Hemos probado que la extensién es normal y

separable.
iv) => 1) Como F < K es finita, tenemos entonces que existen aq,...,as € K
algebraicos de forma que K = F(aq,...,as). Podemos por tanto considerar

fi = Irr(ay, F), y tomamos como f el producto de los f; eliminando repeticiones
(es decir, multiplicamos todos los f; distintos). Como la extensién es normal
y separable, cada uno de los f; se descompone como producto de polinomios
lineales ménicos distintos. De donde f es un polinomio separable!, por lo que
K es un cuerpo de descomposicién de f.

O

Este Teorema tiene consecuencias importantes relacionadas con lo que luego llama-
remos “extensiones de Galois”, que corresponderd con una extensiéon F' < K que
cumple alguno de los apartados anteriores, todos ellos equivalentes.

» El punto i) nos da una forma préctica de comprobar que una extension es de
Galois, para lo cual repetiremos de forma parecida la demostracion iv) = ).

» El apartado i) tiene que ver con lo que luego llamaremos “conexién de Galois”,
que responde a la pregunta de qué le tiene que suceder a una extension finita
para estar en biyeccién con su grupo de Galois.

Definicién 2.5. La drbita de a bajo G que ha aparecido en la demostracion,
{ai,...,as} se llaman conjugados de a bajo G.

Se trata de la generalizacion del concepto “conjugado” de un ntimero complejo.

I'Notemos que para eso eliminamos antes las repeticiones.
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Definicién 2.6 (Extensién de Galois). Una extensién F' < K se dice de Galois si
es finita, normal y separable.
El grupo Autg(K) recibe el nombre Grupo de Galois de la extension.

Corolario 2.4.1. En caracteristica 0, si K es cuerpo de descomposicion de f € F|z],
entonces F' < K es de Galois.

Demostracion. Consideramos la descomposicién de f en irreducibles:

f=p

con p; distintos. Obsevemos que K es cuerpo de descomposicion de py - ... - py,
que si es separable, puesto que cada polinomio irreducible es separable y estos no
comparten raices entre si. Por el Teorema anterior, la extension es finita, normal y
separable. O

Corolario 2.4.2. Si F' < K es de Galois y F < E < K es una subextension,
entonces £ < K es de Galois.

Demostracion. Como F < K es de Galois, entonces K es cuerpo de descomposicion
de cierto f € F[z] separable, por lo que K es cuerpo de descomposicién de f € E|x],
que sigue siendo separable. O

Ejemplo. Si consideramos Q < Q (\3/5), tenemos una extensién finita y separable
pero que no es de Galois, porque no es normal. Sin embargo, Q < Q (\3/5, w) st que

es de Galois. En consecuencia, Q(+/2) < Q (\‘75, w) es de Galois.

Sabemos que Q < Q (v/2) no es normal porque Irr (v2,Q) = 2® — 2 no se descom-
pone como producto de polinomios lineales en QQ (\375), ya que wv/2 es una raiz del
polinomio que no esta en Q (\3/5)

Corolario 2.4.3. Toda extension de cuerpos finitos es de Galois.

Demostracion. Sitenemos una extension F' < F de cuerpos finitos de caracteristica
car(F) = p, tenemos entonces que:

F,<F<E

con F, < E de Galois, puesto que el polinomio 2? — z € F [z] con ¢ = |E| = p" es
separable y E es un cuerpo de descomposicién suyo. O

Ejemplo. Consideramos Q < F = Q (\?/5,2\/3), que es una extension finita, con
(por el Lema de la Torre) [E : Q] = 6. Si esta extensién fuera de Galois, entonces la

rafz wv/5 de x* — 5 = Irr(v/5, Q) estarfa en E, para w = 5 + z‘/Tg

En dicho caso, V3 e E, luego Q (Z\/g, 2\/5) < E. Buscamos calcular:
[Q@@m@;q
Sabemos que [@ (Z\/§> : Q] = 2, asi como que [@ (2\/5, Z\/g) - Q (z\/g)} <2
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= Si [Q (Z\/g, 2\/§)} =1, esto es porque iv5 € Q (2\/§) En dicho caso, tendriamos
que:

V5 =a+biv3 a,beQ

de donde a = 0, con lo que iv/5 = biv/3, v elevando al cuadrado tendriamos
que:
—5 = —3b?

de donde b € Q es rafz de 322 — 5, pero:

Opcidn 1. 322 — 5 es irreducible por Eisenstein (notemos que es primitivo).

Opcion 2. Las posibles raices racionales del polinomio enunciado son:

1 -15 =5
1,-1,5,=5, =, —, =, —
7 ] 73737373

y ninguna es raiz.

= Tenemos por tanto que [Q (2\/5,2\/3) :Q (2\/5)} = 2, y por el lema de la
torre tenemos que [Q (Z\/g, Z\/g) : Q] = 4, de donde 4 divide a 6 = [E : Q,
contradiccién que viene de suponer que la extension es de Galois.

2.2. Teorema fundamental de la Teoria de Galois

Notacion. Notaremos:

s Si F' < K es una extension y F' < E < K se dice que E es una subextension
de F' < K. Denotamos al conjunto de todas ellas por Subex(F < K).

= Si G es un grupo, llamamos Subgr(G) al conjunto de todos sus subgrupos.
» Si H € Subgr(G), denotamos por (G : H) al indice de H en G.

Definicién 2.7. Sean (A, <), (B, <) dos conjuntos ordenados, un anti-isomorfismo
de conjuntos ordenados es una aplicacion biyectiva f : A — B de forma que:

a<d <= f(a) > f(d)
Teorema 2.5. Sea F' < K una extension de Galois con grupo de Galois G. La
aplicacion

Subgr(G) — Subex(F < K)
H — K"

es un anti-isomorfismo de conjuntos ordenados cuya inversa es

Subex(F < K) — Subgr(G)

St Hy < Hs son subgrupos de Gy Fy < FEi son sus subextensiones de F' < K
correspondientes por la anterior biyeccion, entonces:

(Hy: Hy) = [E) : Es
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Demostracion. La primera aplicacion estd bien definida, puesto que si H € Subgr(G),
entonces:

de donde el Lema 2.2 nos dice que:
K=K >gt>geYp

donde en (x) hemos usado el Teorema 2.4. Para la segunda aplicacién, si £ € Subex(F < K),
tenemos que:
F<ELCK

de donde el Lema 2.2 nos dice:
{ZdK} = AutK(K) < AUtE(K) < AUtF(K) =G

por lo que Autg(K) € Subgr(G).

Para ver ahora que es biyectiva, demostraremos que las dos aplicaciones son inversas
la una de la otra:

» Si H € Subgr(G), tenemos entonces que:

He— KT Autgn (K) 2 H

donde en (x) hemos usado el Teorema 2.3, puesto que F' < K es finita al ser
de Galois.

» Si E € Subex(F < K), tenemos que:

E s Autp(K) —s KAwetO 8 p

donde en (%) usamos el Teorema 2.4.

En consecuencia, la aplicacién enunciada es un anti-isomorfismo de conjuntos orde-
nados.

Para la segunda parte, si H; € Hsy son subgrupos de G y E, < E; son las subex-
tensiones de F' < K correspondientes de dichos subgrupos (es decir, £, = K,
Ey = KH2)  sabemos entonces que:

|Hy| = [K @ By = [K : Ey|[Ey : Es] = |Hy|[E) : Es

de donde:
[El . EQ] = = (HQ . Hl)

O

Definicién 2.8 (Conexién de Galois). La biyecciéon del Teorema anterior recibe el
nombre “Conexién de Galois”.
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Ejemplo. Si consideramos la extensién de Galois Q < Q (\3’/5, w), vimos anterior-
mente que Aut (Q (\3/5 , w)) tenia 6 elementos, y en un ejemplo anterior calculabamos
Subgr(Aut (Q (\3/5, w))), obteniendo 6 subgrupos.

Por la Conexién de Galois sabemos ahora que tenemos tantos subcuerpos de
Q (\3/5, w) como subgrupos de Aut (Q (\3/5, w)) (puesto que Q es el subcuerpo primo

de Q (\3/5, w))

Ejemplo. Sea F, = F,», nos preguntamos por los elementos de dicho cuerpo. La

extension F, < Fy» es de Galois por ser una extension de cuerpos finitos, por lo que
podemos tratar de usar la conexion de Galois. Mas atn, habiamos visto que:

Aut(Fyn) = Autg, (Fpn) = (1)

ciclico de orden n, con 7(a) = oP. Los subgrupos estdn parametrizados por los
divisores de n, con lo que:

Subgr(Aut(F,»)) = {(r%) : d € Div(n)}

Los subcuerpos de [F,,» son, por la conexiéon de Galois:

p’n

{IF<Td> cd € Dz’v(n)}

Vamos a calcular:

Por lo que:

Y estos son todos.
Cada cuerpo de p" elementos tiene un subcuerpo de cardinal p? con d € Div(n).
Por ejemplo, un cuerpo de 64 elementos tiene 4 subcuerpos (cada divisor de 6).

Lema 2.6. Sea F' < K de Galois con grupo G de Galois, sean H € Subgr(G) y
E € Subex(F < K) su correspondencia mediante la conezion de Galois. Si o € G,
entonces cHo™' y o(E) son correspondientes por la conexién de Galois.

Demostracion. De Algebra II sabemos que si H € Subgr(G) entonces para o € G
tenemos o Ho~! € Subgr(G), por lo que la pregunta estd bien planteada. Tenemos
que E = K" y queremos probar que o(K") = K77 Tendremos:

ae K" = oroa)=a VreH<=>10(a)=0""(a) VreH
< o0 Ya) € K" <= a € o(K")
O

Teorema 2.7. Sea F' < K de Galois y G su grupo de Galois, si H € Subgr(G) y
E € Subex(F < K) es su correspondencia mediante la conexion:

H es normal en G <= F < E es de Galois

En cuyo caso, Autp(E) = G/H.
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Demostracion. Si H < G, el Lema nos dice que o(E) = E Vo € G. Definimos
r:G — Autg(E) por r(o) = J}E, que:

s Estd bien definido.

r es un homomorfismo de grupos.

ker(r) = Autg(K) = H.

r es sobreyectivo, ya que:

E:F) = (G: H) Y [Imr| < | Autp(E)| < [E : F]

Donde en (x) usamos el Primer Teorema de Isomorfia de grupos, con lo que la
imagen tiene el mismo cardinal que el conjunto de llegada. Ademaés, obtenemos
que (por el Primer Torema de Isomorfia de Grupos):

Dado a € EA"F(E)  entonces:
a=r(o)(a)=o0c(x) Vo e G

de donde a € F, luego EAr(E) = [y el Teorema (piedra angular) nos dice que
F < F es de Galois. Falta ver que es de Galoois, raices de un polinomio separable,
llamamos f al producto de todos los generadores menos algo, aplica o, que permita
las cosas, luego estd en E y el Lema dice que es normal. O]

Ejemplo. Consideramos f = z? — 22? — 2 € Q[z], y tomamos K el cuerpo de des-
composicion de f. Se pide calcular o describir todos los subcuerpos de K.

Observemos que Q < K es de Galois. Calculemos primero las raices de f. Si s es
una de ellas, entonces s? es raiz de 22 — 2z — 2. Asi:

S

24+ +/12
2 e =1++3

Obtenemos que las raices de f son «, —a, 5, —[3, donde:

a=1\/V3+1, pB=i\/V3-1

Sabemos en este momento que K = Q(«, ). Si vemos que:
aff =iV2
Tenemos que Q(«, 5) = Q(a, af) = Q <\/ V3 + l,i\/§>. Nos preguntamos si [ es

irreducible, y la respuesta es si, por Eisenstein para p = 2. De aqui concluimos que

f=Trr(a, Q), luego [Q(a) : Q] = 4.
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Por otra parte, [Q (a, Z\/§) : Q(a)] = 2, ya que iv/2 ¢ Q(a) < R. Notemos que este
argumento no podemos hacerlo con 3, ya que obtendriamos que [Q(a, 3) : Q(a)] €
{1,2,4}, y no podemos distinguir entre 2 y 4. Sabemos ya seguro que f no es irre-
ducible sobre Q(«).

En conclusién, tenemos por el Lema de la Torre que:
@, : Q) = [@(aiv2) : Q| = 8
Y como F' < K es de Galois, el Teorema 2.4 nos dice que:
| Autg(K)| = 8

Buscamos los automorfismos por la propiedad de extensién, es decir, calculamos las
extensiones de la inclusion ¢ : Q(a) — Q(a, iv/2) = K mediante la Proposicién de
extension. Asi, estan determinadas por:

mo(a) = a, m(a) = —a, n2(a) = B, ns(a) = —p

Ahora, Irr(iv/2,Q) = 2% + 2, con lo que cada uno de los anteriores se extienden a
dos automorfismos K — K determinados por:

Nk : { Zﬁi—;?j(@i)kaﬁ Vi e {0,1,2,3}, k€ {0,1}

Por lo que:
Aut(K) ={n;r:j€{0,1,2,3},k € {0,1}}

Si tratamos de calcular ahora todos los subgrupos de Aut(K), conviene tener en
mente todos los grupos de orden 8:

Cs, Cy @ Oy, Cy @ Cy @ Cf, Dy, H ={+£1,4i, 45, £k}

Sabemos que Q (2\/5) < K con [Q (Z\/§) : K} = 4 que por la conexion de Galois
corresponderd con un subgrupo de orden 4. Por lo que:

Autg s (K) =4
que es normal porque:
s Q (2\/5) < K es de Galois.
» Tiene indice 2 sobre Aut(K).
Mas aun, sabemos que:

Alrc@@ﬁ) (K> = {773‘,0 VS {07 1,2, 3}}

ya que se debe cumplir que aff — af y debe tener 4 elementos, los tnicos 4
candidatos posibles. Veamos el orden de cada elemento:
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Moo T, 720 M730 MToi1 "1 "2 "3
1 2 2 2 2 2 4 4

Que por ejemplo calculamos el orden de 72 ya que:

n2,0() = B, 773,()(04) = 120(8) = 120 <%ﬁ> B % B an -

Por lo que O(n20) = 2. Como sabemos que el tnico grupo finito que tiene 5
subgrupos de orden 2 es Dy, tiene que ser Aut(K) = D,.

Queremos calcular todos sus subgrupos, asi como todos los subcuerpos de K.

Sabemos ya que Ath(i va) (K) = (m1.0,M20), y para terminar de hayar los subgrupos,

nos falta por localizar otro subgrupo isomorfo al de Klein. Como o = v/v/3+1 € K,
tenemos que Q(a?) = Q(v/3) < K de Galois, por lo que tiene que corresponderse
con un subgrupo de 4 elementos, que buscaremos cudl es. Probemos con el ciclico,
tomamos 1721 y:

m (VB) =m0 = 1) = (ma(0) ~1= 5~ 1= 3

que no deja fijo al generador, por lo que buscamos otra expresion cuadratica que se
corresponda con el ciclico.

Tomamos Q(Z\/E) < K, que se tiene que corresponder con otro subgrupo de orden

4.
21 (iV6) = a1 (V)21 (iV2) = (—V3)(—iV2) = iV6

Por lo que Q < Q(iv/6) de grado 2, tenemos que:
AUt@(i\/é)(K) = (m2,1) = (M)
También sabemos por la conexién de Galois que:

K<772,1> — Q(Z\/é)
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